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この内容は Benjamin Harris氏との共同研究に基づく．

Gを Lie群，gをその Lie環とする．Gの g∗ への余随伴作用を考えると，その軌道 (余随伴軌道)は自然な

シンプレクティック形式 (Kirillov–Kostant–Souriau形式)をもつ．軌道の方法は，余随伴軌道と Gの既約ユ

ニタリ表現との関係について主張するものである．

g∗/G ←→ {Gの既約ユニタリ表現の同値類 } (1)

軌道の方法は初めに冪零 Lie群に対して Kirillov [6]によって導入された．連結単連結冪零 Lie群について

は (1)の集合の間に 1対 1対応があり，さらに表現の側の重要な問題である指標，制限，誘導などが軌道の側

の言葉で簡明に記述される ([8])．

一方簡約 Lie群の場合には，冪零 Lie群のときのような完全な対応は期待できないが，g∗/Gの方を適当に

修正すると (1)の両辺の部分集合の間に対応ができて，表現の側の現象が軌道を使って良く記述できることが

しばしば観察されている．以下では簡約 Lie群のユニタリ表現について，既約表現の構成，指標，誘導が，軌

道とどのように対応しているかを見る．

1 既約表現

Gを実簡約 Lie群とする．ただしここでは実簡約 Lie群とは連結複素簡約 Lie群の実形のこととする．余随

伴軌道と表現の対応では，
√
−1g∗/G を考えるのが自然である．

√
−1g∗ を不変形式により

√
−1g と同一視

し，さらに Lie環の埋め込み g ↪→ gl(N,C) を使って
√
−1gを gl(N,C)の部分空間とみなす．G · ξ ⊂

√
−1g∗

が半単純軌道であるとは，対応する gl(N,C)の元が対角化可能であることとする．これは G · ξ ⊂
√
−1g∗ が

閉集合になることと同値である．G · ξ ⊂
√
−1g∗ が冪零軌道であるとは，対応する gl(N,C)の元が冪零行列

であることとする．

既約表現の構成は半単純軌道の場合と冪零軌道の場合にわけられる．半単純軌道の場合は標準的な構成が知

られている．冪零軌道については一般的な構成は得られていないが，対応する表現に極小表現など重要な表現

が現れる ([14], [15]などを参照)．

ここでは半単純軌道の場合を扱う．余随伴軌道 O ⊂
√
−1g∗ に対して ξ ∈ O をとり，G(ξ)をその固定部分

群，g(ξ)をその Lie環とする．g/g(ξ)のシンプレクティック形式に関するメタプレクティック被覆を G̃(ξ)と

する．

半単純軌道に付随する次のデータから表現が構成される．

定義 1.1. ペア (O,Λ)が半単純軌道データとは，半単純軌道 O ⊂
√
−1g∗ と，各 ξ ∈ O に対する G̃(ξ)のユ

ニタリ指標 Λξ が定まっていて次をみたすものとする．

• dΛξ = ξ|g(ξ),
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• g · Λξ ≃ Λg·ξ (∀g ∈ G).

• Λξ は G̃(ξ)→ G(ξ)を経由しない．

(O,Λ) を半単純軌道データとし，ξ ∈ O をとる．同型 g∗ ≃ g で ξ に対応する元を Xξ ∈
√
−1g とする．

Xξ は半単純元なので，ある Cartan 部分代数 t ⊂ g が存在して Xξ ∈
√
−1t となる．g の Cartan 対合 θ を

θ(t) = t となるようにとり，K = Gθ とする．q ⊂ gC を複素放物型部分代数，q = l+ nをその Levi分解とす

る．l = gC(ξ) をみたすとき qを Oの polarizationという．また polarization qは，α ∈ ∆(gC, tC) に対して

⟨λ, α⟩ ∈ R>0 =⇒ α ∈ ∆(n, tC)

であるとき admissible polarizationという．さらに q ∩ q̄の次元が admissible polarizationのうち最大であ

るような qを maximally real admissible polarizationという．ここで q̄は，実形 g ⊂ gC に関する qの複素

共役である．

(O,Λ)に対応する表現は，admissible polarization qをとると Harish-Chandra加群の誘導関手 Ig,Kq,G(ξ)∩K

を使って定義される ([9]を参照)．s = dim(n ∩ k)とし，virtual (g,K)加群を

X(O,Λ) :=
∑
j∈Z

(−1)j [(Ig,Kq,G(ξ)∩K)s+j(ξ ⊗ Cρ(n))]

と定義する．X(O,Λ)は qのとり方によらない．もし条件

α ∈ ∆(n, tC) かつ αは imaginary root =⇒ ⟨ξ + ρl, α⟩ > 0 (2)

を満たせば，ある Gの既約ユニタリ表現 π(O,Λ)が存在して X(O,Λ) = [π(O,Λ)K ]となる．

この構成は Zuckerman 誘導と放物型誘導を組み合わせたものである．Xξ ∈
√
−1k のとき O を楕円型軌

道，Xξ ∈
√
−1g−θ のとき O を双曲型軌道とよぶ．楕円型軌道 O には複素構造が入り Λξ はその上の正則直

線束を定める．この場合 π(O,Λ) はその Dolbeault コホモロジーと同型になる ([16])．双曲型軌道の場合は

q ∩ g ⊂ gが実の放物型部分代数になり，π(O,Λ)は (退化)ユニタリ主系列表現になる．

また O が余随伴軌道の中で次元が最大のとき regularという．regularな軌道には緩増加表現が対応する．

特に rank g = rank kのとき，regularな楕円型軌道は離散系列表現と対応する．

2 指標

有限次元表現 π に対して指標 Θ(g) = Traceπ(g) は G上の関数を定めるが，無限次元表現に対しても G上

の distributionとして指標を定義できることがある．例えば，冪零 Lie群の既約ユニタリ表現や簡約 Lie群の

既約 admissible表現については f ∈ C∞
c (G)に対する π(f)が trace classになり，f 7→ Traceπ(f) が G上

の distribution Θ(π)を定める．Θ(π)を指数写像で引き戻して g上の distribution θ(π)を得る．

軌道の方法によれば，軌道 O と表現 π が対応するとき θ(π) の Fourier 変換は軌道 O 上の積分で与えら
れる．

実際，冪零 Lie 群の既約ユニタリ表現の指標 θ(π) は緩増加になり，Fourier 変換 f ∈ S (g) 7→ f̂ ∈
S (
√
−1g∗)を

f̂(ξ) :=

∫
g

e⟨ξ,x⟩f(x)dx

とすると，

⟨θ(π), f⟩ =
∫
ξ∈O

f̂(ξ)ωO (3)
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が成り立つ．ここで ωO は O のシンプレクティック形式から定まる体積形式を表す．
簡約 Lie群の既約 admissible表現の場合は θ(π)の定義を修正して

θ(π) =
√
exp · exp∗(Θ(π))

とする．この補正により，π が無限小指標を持つことに応じて θ(π)が定数係数の微分方程式をみたす．また

Θ(π)および θ(π)は局所 L1 関数になる ([1])．

Gがコンパクトの場合は，Kirillov [7]により (3)が示された．

Gが非コンパクトでも π が緩増加表現の場合には θ(π)が緩増加になり，やはり (3)の式が成立する ([11])．

ところが π が緩増加表現でない場合には θ(π) は一般に指数関数程度の増大度をもち緩増加でない．従って

θ(π)は
√
−1g∗ の軌道の Fourier変換とは等しくならない．

Rossmann [12] は実の余随伴軌道の代わりに，軌道の複素化の中のサイクルを使って指標が表せることを

示した．π を regularな無限小指標をもつ既約 admissible表現として，OC をその無限小指標に対応する複素

Lie環 gC の余随伴軌道とする．2n = dimCOC = dim g − rank g とおく．このとき，ある実 2n次元のサイ

クル C が次の意味で指標 θ(π)を記述する：f ∈ C∞
c (g)に対して

⟨θ(π), f⟩ =
∫
C

f̂ωOC . (4)

ここで Fourier変換 f̂ を gC 上の正則関数にのばしている．ωOC は OC の正則シンプレクティック形式から定

まる正則 2n形式である．C の台はコンパクトとは限らないが，積分が収束するようなサイクルである．また

C は一意的には定まらず ωOC の中間次元のホモロジーの元とみなせる．

さらに (4)のサイクル C は，πと対応する旗多様体の同変層の特性サイクルにより表されることが Schmid–

Vilonen [13] で示されている．X = GC/B を G の複素化の旗多様体とする．X 上の G 同変層と表現 π の

対応は柏原 [3] によって予想され，[4], [5] で示された．π に対応する X 上の G 同変層 F は，Beilinson–

Bernstein対応，Riemann–Hilbert対応，松木対応 [10]の合成で得られる．このとき [13]は，(4)に現れるサ

イクル C が F の特性サイクルによる twisted moment mapの像で与えられることを示した．

前節で定義した半単純軌道に付随した既約ユニタリ表現 π について考えてみよう．半単純軌道 O に対して
前節の記号を用いる．U を GC の極大コンパクト部分群で K を含むものとする．π に対応する X 上の G同

変層 F の特性サイクルを求め，[13]を適用することにより次の定理が得られる ([2])．

定理 2.1. (O,Λ)を (2)を満たす半単純軌道データとする．また qをmaximally real admissible polarization

とする．このとき既約ユニタリ表現 π = π(O,Λ)について

⟨θ(π), f⟩ =
∫
C

f̂ωOC , C = {g · ξ + u · ρl : g ∈ G, u ∈ U, g · q = u · q}

が成り立つ．

O = G · ξ であるから，C の定義において u · ρl の項が無ければ (3)になる．

3 誘導

G を実簡約代数群，H をその部分代数群とする．ここでは H をユニモジュラーとし，自明表現からのユ

ニタリ誘導を考える．軌道の方法によれば，G のユニタリ表現 L2(G/H) と G · h⊥ とが対応する．ここで
h⊥ := {ξ ∈

√
−1g∗ : ξ|h = 0} とおいた．
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L2(G/H)の annihilator idealに着目することにより，次の定理が証明できる．

定理 3.1. もし Gの既約ユニタリ表現 π が L2(G/H)に寄与するなら，π はある半単純元 λ ∈ GC · h⊥ から
定まる GC の一般旗多様体上のあるねじれ D 加群として実現される．さらにこのとき，ねじれ D 加群のパラ

メータは GC · h⊥ の Zariski閉包に入る．
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