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1 序
本稿で論じるQ-多項式距離正則グラフは、有限古典群の等質空間となる例を数多く含
む非常に豊かな研究対象である。特に、これらのグラフの持つ代数的性質が 1変数 (q-)

超幾何直交多項式の階層であるAskeyスキーム [22, 23]を特徴付けることが 1982年に
Leonard [27]により示されている。この結果を受けて 1984年の坂内–伊藤の本 [3]では、
「Q-多項式距離正則グラフを全て決定する」という大きな目標が提示された。この目標は
現在でもまだ達成されてはいないが、これまでに様々な飛躍的進展があった。これらの成
果を概説した文献としては、[3]に加えて [1, 4, 10]を挙げる。
代数的グラフ理論ではグラフの隣接代数を考察する。これはグラフの隣接行列で生成さ
れる (C上)全行列環の可換部分代数であり、グラフの大域的な性質を反映する。これに
対して Terwilliger [41, 42, 43]は、グラフの各頂点について現在Terwilliger代数と呼ば
れる非可換半単純行列代数を導入した。Q-多項式距離正則グラフの場合には、Terwilliger

代数は隣接行列、及び固定した頂点に応じて定まる「双対隣接行列」により生成され、グ
ラフの局所的構造を良く反映する。また、ここでは詳しくは述べないが、隣接行列と双対
隣接行列は Terwilliger代数の各既約加群上に所謂三重対角対 [19]として作用する。三重
対角対については、アフィン量子代数Uq(ŝl2)の表現論と絡んだ非常に深い理論が構築さ
れており ([18, 20]等を参照)、今後これらの成果をQ-多項式距離正則グラフの構造の研究
に順次応用していくことになる。
非同形なQ-多項式距離正則グラフの組で (構造定数まで込めて)隣接代数が同形となる
ものは、多くの無限系列が存在する。Terwilliger代数は隣接代数より遥かに多くの情報を
含むものの、Terwilliger代数のレベルでも区別できないQ-多項式距離正則グラフの組も
また、二部グラフの場合に無限系列が知られている。Terwilliger代数を一般化した代数と
して、鈴木 [33]は頂点ではなく、各「頂点部分集合」に対する「Terwilliger代数」を導入
した。本稿では、頂点部分集合として適切なものを選ぶことにより、Q-多項式距離正則グ
ラフの (頂点に対する) Terwilliger代数の理論が、三重対角対との関連も含めてほぼその
まま一般化できることを紹介する。

∗本稿の内容は田中利恵氏及び渡邊悠太氏との準備中の論文 [39]に基づく。

1

http://www.math.is.tohoku.ac.jp/~htanaka/
http://www.math.is.tohoku.ac.jp/


2 Q-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数
本稿を通して、Γ = (X,R)は連結有限単純グラフとする。ここでXは頂点集合、Rは
辺集合であり、各辺はXの 2点部分集合である。隣接した 2頂点間の距離を 1として、X
上に自然に距離 ∂が定まる。グラフの直径Dを

D := max{∂(x, y) : x, y ∈ X}

とし、各頂点 x ∈ Xに対して

Γi(x) := {y ∈ X : ∂(x, y) = i} (0 ⩽ i ⩽ D)

とおく。次の性質を満たす整数 ai, bi, ci (0 ⩽ i ⩽ D)が存在するとき、Γを距離正則グラ
フと呼ぶ：

∂(x, y) = iを満たす全ての x, y ∈ Xについて

|Γi−1(x) ∩ Γ1(y)| = ci, |Γi(x) ∩ Γ1(y)| = ai, |Γi+1(x) ∩ Γ1(y)| = bi

が成り立つ。

これは組合せ的な定義であるが、Xがグラフの自己同型群AutΓの 2点等質空間となって
いるとき、すなわち

∂(x, y) = ∂(x′, y′) ⇐⇒ ∃g ∈ AutΓ s.t. x′ = gx, y′ = gy

が成り立つときには明らかに満たされる (この場合特に距離可移グラフと呼ぶ)。距離正則
グラフは常に正則グラフであり、その次数 kは

k = b0 = |Γ1(x)|

で与えられる。また、次を距離正則グラフ Γの交叉列と呼ぶ：

ι(Γ) := {b0, b1, . . . , bD−1; c1, c2, . . . , cD}

ここで、等式 ai + bi + ci = kによって交叉列から ai達が復元できることに注意する。

例 1. X = {0, 1}D とし、2頂点 x = (x1, . . . , xD), y = (y1, . . . , yD) ∈ X は 1ヶ所だけ異
なっているときに辺で結ばれるとしてグラフ Γを定めると、Γは距離正則グラフとなる。
このグラフを Γ = QD と表し、D次元超立方体と呼ぶ。QD は実際距離可移グラフであ
り、B型Weyl群S2 ≀SDが作用する。また、交叉列は次で与えられる：

ι(QD) = {D, . . . , 2, 1; 1, 2, . . . , D}

なお、QD−1は誘導部分グラフとして自然にQDに埋め込まれることに注意する：

Q1 ↪→ Q2 ↪→ · · · ↪→ QD−1 ↪→ QD ↪→ · · ·

仮定 2. 以後、Γは常に距離正則グラフとする。
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行と列が頂点集合Xで添え字付けされたC上の行列全体の集合 (C-代数)をCX×Xと書
く。Γの第 i距離行列Ai ∈ CX×X を次で定める：

(Ai)x,y =

{
1 if ∂(x, y) = i

0 otherwise
(x, y ∈ X)

特に、A0 = I (単位行列)である。また、A1は Γの通常の隣接行列であり、

A := A1

と略記する。距離正則グラフの定義の代数的な意味は以下の通りである：

A · Ai = bi−1Ai−1 + aiAi + ci+1Ai+1 (0 ⩽ i ⩽ D) (1)

ただしA−1 = AD+1 := 0である。Γの隣接代数を

A := C[A] ⊂ CX×X

と書くことにすると、上の 3項漸化式によりAは部分空間として

A = ⟨A0, A1, . . . , AD⟩

と表される。特に、隣接行列Aは丁度D + 1個の異なる固有値

θ0, θ1, . . . , θD ∈ R

を持つことが分かる。また、基底A0, A1, . . . , ADに関するAの構造定数は交叉列 ι(Γ)に
よって完全に決定されることに注意する。Γの次数 kは常にAの固有値であり、以後常に

θ0 = k

とおく。固有値 θℓに関するAの固有空間への直交射影をEℓ ∈ CX×X と表す。なお、J ∈
CX×Xを全ての成分が 1の行列とすると、E0 = |X|−1Jとなる。これらD+ 1個の直交射
影E0, E1, . . . , EDは隣接代数Aの (中心)原始冪等元である：

A = ⟨E0, E1, . . . , ED⟩

補足 3. Γが距離可移グラフのときは、AはAutΓのX上の置換表現の中心化代数と一致
する。また、この場合置換表現は無重複であり、隣接行列Aの各固有空間はAutΓの既約
表現を提供する。

次の性質を満たす実数 a∗ℓ , b
∗
ℓ , c

∗
ℓ (0 ⩽ ℓ ⩽ D)が存在するとき、Γは順序 {Eℓ}Dℓ=0 (もし

くは {θℓ}Dℓ=0)に関してQ-多項式であるという：

b∗ℓ−1c
∗
ℓ ̸= 0 (1 ⩽ ℓ ⩽ D)かつ

|X|E1 ◦ Eℓ = b∗ℓ−1Eℓ−1 + a∗ℓEℓ + c∗ℓ+1Eℓ+1 (0 ⩽ ℓ ⩽ D) (2)

が成り立つ。ただしE−1 = ED+1 := 0であり、◦は成分ごとの積を表す。
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これは 1973年にDelsarte [11]により導入された極めて重要な概念であり、これによって
Delsarteは符号と組合せデザインを双対的な対象として統一的に議論することに成功した
のである。この「Delsarte理論」の最近の進展に関しては [1, 12, 29]等を参照されたい。
なお、E1 ◦EℓはE1⊗Eℓの主小行列であり、従って半正定値であることから、a∗ℓ , b∗ℓ , c∗ℓ 達
は全て非負であることが分かる (Krein条件)。

例 4. 超立方体 Γ = QDは降順 θ0 > θ1 > · · · > θDに関してQ-多項式である。

補足 5. 実際QDは、θ0 > θ1 > · · · > θDとしたときに順序 θ0, θD−1, θ2, θD−3, . . . に関して
もQ-多項式となる。一般に、サイクルを除く (すなわち k ⩾ 3となる)距離正則グラフは、
Q-多項式となる固有値の順序を高々二つしか持たないことが知られている [13, 32]。

仮定 6. 以後、Γは常に順序 {Eℓ}Dℓ=0に関してQ-多項式であるとする。

3項漸化式 (1), (2)から二組の 1変数直交多項式系 {fi}Di=0, {f ∗
ℓ }Dℓ=0が得られるが、冒頭

で述べたように次の結果が知られている：

定理 7 (Leonard [27], Bannai–Ito [3]). The fi and the f ∗
ℓ belong to the Askey scheme.

Leonard [27]はパラメータ qが±1と異なる場合を主に考察して Askey schemeの最上位
(4ϕ3)に位置するAskey–Wilson多項式 (もしくは q-Racah多項式)を捉えたが、q = ±1の
場合も含めた極限等の詳細な考察は [3]で成された。q = −1のときの直交多項式 {fi}Di=0,

{f ∗
ℓ }Dℓ=0は現在坂内–伊藤多項式と呼ばれ、Vinetや Zhedanov等により近年活発に研究さ

れている ([16]等を参照)。
次に、Terwilliger代数 [41, 42, 43]の定義を述べる。以下、頂点 x ∈ X を一つ固定し、
第 i双対冪等元E∗

i = E∗
i (x) ∈ CX×X を次で定める：

(E∗
i )y,z =

{
1 if y = z ∈ Γi(x)

0 otherwise
(y, z ∈ X)

頂点 xに関するTerwilliger代数T = T (x)は、隣接行列Aと双対冪等元E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D

で生成されるCX×X の部分代数である：

T := C[A,E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D] ⊂ CX×X

補足 8. Γが距離可移グラフのときは、T はAutΓに於ける xの固定部分群のX上の置換
表現の中心化代数の部分代数である。QDを含むいくつかの主要な無限系列について、こ
れら二つの代数が実際一致することが示されている ([17, 34]等)。

T の定義は距離正則グラフとは限らない一般のグラフに対しても意味をなすが、仮定 2, 6

の下で、さらに双対隣接行列A∗ = A∗(x) ∈ CX×X を導入する：

(A∗)y,z =

{
|X|(E1)x,y if y = z

0 otherwise
(y, z ∈ X)

このとき、次が成り立つ：
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補題 9. The Terwilliger algebra T is generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗].

Proof. 隣接代数AがE0, E1, . . . , E
∗
Dを線形基底に持つことに注意すると、3項漸化式 (2)

より距離行列A0, A1, . . . , AD達は |X|E1の ◦に関する多項式で書けることが分かる。これ
らの行列の等式の第 x列を取り出して対角行列を作ると、E∗

0 , E
∗
1 , . . . , E

∗
DをA∗の (通常の

積に関する)多項式として表す等式になる。

系 10. The matrices A and A∗ act on each irreducible T -module as a tridiagonal pair.

ここで、有限次元ベクトル空間 V = Cn上の対角化可能な線形変換 A,A∗は、以下を満た
す Aの固有空間の順序 {Vℓ}dℓ=0と A∗の固有空間の順序 {V ∗

i }d
∗
i=0が存在するときに三重対

角対と呼ばれる [19]：

V はC[A,A∗]-加群として既約であり、各 0 ⩽ i ⩽ d∗と 0 ⩽ ℓ ⩽ dに対して

AV ∗
i ⊂ V ∗

i−1 + V ∗
i + V ∗

i+1, A∗Vℓ ⊂ Vℓ−1 + Vℓ + Vℓ+1 (3)

が成り立つ。ただし V−1 = Vd+1 = V ∗
−1 = V ∗

d∗+1 := 0である。

系 10では、条件 (3)はもちろん 3項漸化式 (1), (2)から直ちに従うのである。いずれにせ
よ、系 10はQ-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数の定義から直接的に導かれる
ほぼ自明な結果であることを強調したい。
三重対角対の分類はパラメータ qが 1の冪根でない場合には既に完成している [18, 20]。
また、Terwilliger代数の表現論を用いたQ-多項式距離正則グラフの構造の研究もこれま
でに多く成されている。例えば、Q-多項式距離正則二部グラフについては、Caughman [7]

がD ⩾ 12の場合に交叉列を (ほぼ)決定した。この結果は最近Miklavič [30]によりD ⩾ 9

まで拡張されている。また、所謂擬分割グラフの分類がGavrilyuk–Koolen [14]により完
成された。彼らはある種の既約 T -加群に付随するTerwilliger多項式と呼ばれる次数 4

の多項式の性質を巧妙に用いたのであるが、この手法は最近他のクラスのQ-多項式距離
正則グラフに対しても大きな成果を上げている [15]。

3 Q-多項式距離正則二部グラフの辺に関するTerwilliger代
数

前節ではQ-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数に関する基本的な事項を述べ
た。特に、Q-多項式距離正則二部グラフに関する前述のCaughman [7]の強力な結果は、
これらのグラフのTerwilliger代数の既約加群に関する彼自身の研究 [6]に基づいているが、
一方で [6]を吟味すると、実際Q-多項式距離正則二部グラフについては、既約 T -加群の
標準加群CXに於ける重複度や、現れる三重対角対の型まで込めて、T の構造が完全に交
叉列によって決まってしまうことが分かる。このような特殊な状況になっているからこそ
交叉列の決定が可能となったとも言えるが、このクラスのグラフの分類の完成を目指す上
で、道具が T だけでは足りないことをこの事実は意味している。
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超立方体QDは二部グラフであるが、他の無限系列として、D型の直交群 PGO+
2D(Fq)

の等質空間となる二部双対極グラフと呼ばれる距離可移グラフがある。二部双対極グラフ
と同じ交叉列を持つ例としてHemmeterグラフの系列があるが、これらは距離可移グラ
フではない。Hemmeterグラフ以外に同じ交叉列を持つQ-多項式距離正則二部グラフを
特定することが目下の目標である。

仮定 11. 以後、本節では Γはさらに二部グラフであるとする。

上記の目標に取り組む上で、頂点に関する通常の Terwilliger代数 T = T (x)では二部
双対極グラフと (例えば) Hemmeterグラフを区別できないので、新たな代数を導入する。
辺 e ∈ Rを固定し、

Γi(e) := {y ∈ X : ∂(e, y) = i} (0 ⩽ i ⩽ D − 1)

とおく。ちなみに、Γが二部グラフであることから 3辺の長さが 1, D,Dとなる三角形は存
在しないので、ΓD = ∅である。頂点の場合と同様に、第 i双対冪等元E∗

i = E∗
i (e) ∈ CX×X

を次で定める：

(E∗
i )y,z =

{
1 if y = z ∈ Γi(e)

0 otherwise
(y, z ∈ X)

辺 eに関するTerwilliger代数 T = T (e)は、隣接行列Aと双対冪等元E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D−1

で生成されるCX×X の部分代数である：

T := C[A,E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D−1] ⊂ CX×X

さらに、双対隣接行列A∗ = A∗(e) ∈ CX×X を

A∗ =
1

2

∑
x∈e

A∗(x)

と定めると、次が示される：

定理 12. The Terwilliger algebra T is generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗],

unless Γ = QD and the Q-polynomial ordering is the one described in Remark 5.

系 13. The matrices A and A∗ act on each irreducible T -module as a tridiagonal pair

unless Γ is the above exception.

主張に例外が存在し、かつ特定されていることからも推察されるように、これらは定理 9

や系 10とは異なり全くもって非自明な結果であり、Leonardの定理 (定理 7)を線形代数
学の立場から再構成した概念である Leonard対 [44, 45, 46]の理論を用いて証明される
[36, 37]。なお、上記の例外はAskeyスキームに於けるパラメータ q = −1の場合に該当す
る。このようなQ-多項式距離正則グラフはTerwilliger [40]により 3種類の無限系列に限
ることが示されており、その中で二部グラフである系列は例外に挙げた 1種類のみである
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(講演では例外を 2種類としたが、誤りである)。ちなみに、Leonard対は実際、三重対角
対で固有空間 Vℓ, V

∗
i 達の次元が全て 1となる場合である。

二部双対極グラフの自己同型群は辺集合R上に可移に作用するが、Hemmeterグラフの
場合は二つの軌道に分かれる。従ってHemmeterグラフの場合、T = T (e)の構造は eを
どちらの軌道から取るかに依存する。実は、これと類似の状況は前節に議論した頂点の場
合にも見出される。すなわち、Grassmannグラフの系列 (の特別な場合)と、Van Dam

とKoolen [9]により 2005年に発見された捻れGrassmannグラフの系列は同じ交叉列を
持つが、前者の自己同型群は頂点集合X上に可移に作用する一方、後者の場合は二つの
軌道に分かれる。Bang–Fujisaki–Koolen [2]は、頂点に関する捻れ Grassmannグラフの
Terwilliger代数T (x)の構造が xの含まれる軌道によって著しく異なることを示している。
ここで、T = T (e)に関する結果を一つ紹介したい。

仮定 14. 以後、本節では Γは定理 25の例外ではないとする。すなわち、Γ = QDの場合
については、Q-多項式となる固有値の順序としては常に θ0 > θ1 > · · · > θDを考える。

W を既約 T -加群とする。

補題 15. There exist non-negative integers ε, ε∗, and d such that

{i : E∗
iW ̸= 0} = {ε, ε+ 1, . . . , ε+ d}, {ℓ : EℓW ̸= 0} = {ε∗, ε∗ + 1, . . . , ε∗ + d}.

これら三つのパラメータに関して、例えば次のような定理が証明される：

定理 16. We have 2ε+ d ⩾ D − 1. Moreover, if equality holds then we have

dimE∗
iW = 1 (ε ⩽ i ⩽ ε+ d), dimEℓW = 1 (ε∗ ⩽ ℓ ⩽ ε∗ + d),

and the structure of W is determined by ι(Γ), ε, and ε∗.

この定理は [6, 41, 42]の結果の一部に対応するものであるが、前節で述べたTerwilliger

多項式の理論もまたT (e)の場合に移植される。これらの道具を駆使してQ-多項式距離正
則二部グラフの構造の解析を押し進めることを目論んでいるのであるが、本節の残りで
は、二部グラフの場合の T (e)の理論と一般の場合の T (x)の理論との類似を示す好例を
もう一つ紹介したい。
Q-多項式距離正則二部グラフの場合はT (x)の構造が交叉列によって完全に決まってし
まうことを述べたが、他の種々の観点からもこのクラスはQ-多項式距離正則グラフ全体
の中で特殊だと言える。一方、Q-多項式距離正則二部グラフの中でも、2-等質グラフと呼
ばれる同様に特殊なクラスがある。すなわち、下記の類似が成り立つ：

Q-多項式距離正則グラフ� �
Q-多項式距離正則二部グラフ� �
　� �� �

←→

Q-多項式距離正則二部グラフ� �
2-等質距離正則二部グラフ� �

　� �� �
この類似は例えば [21, 28]等に見出される。なおここで、次の性質を満たす整数 pi,j;r,s
(0 ⩽ i, j, r, s ⩽ D)が存在するとき、Γは 2-等質であるという：
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∂(x, y) = 2を満たす全ての x, y ∈ Xについて

|Γ(z) ∩ Γr(x) ∩ Γs(y)| = pi,j;r,s

が任意の z ∈ Γi(x) ∩ Γj(y)に対して成り立つ。

この定義は一見複雑であるが、次が成立する：

定理 17 (Curtin [8]). A bipartite distance-regular graph is 2-homogeneous if and only if

it is Q-polynomial and antipodal.

Γが対蹠的であるとは、(仮定 6の下では) ΓD(x) = 1、すなわち各頂点に対して最も遠い
頂点が一意的に定まることである。2-等質グラフは結び目の不変量を与えるスピンモデ
ルの研究から生じた概念であり、D = 5の場合を除き既に分類されている：

定理 18 (Nomura [31]). If Γ is 2-homogeneous then Γ is one of the following: (i) the

D-cube QD; (ii) the complete bipartite graph Kk,k minus a perfect matching (D = 3); (iii)

a Hadamard graph (D = 4); (iv) D = 5 and

(c1, c2, c3, c4, c5) = (1, µ, k − µ, k − 1, k), bi = c5−i (0 ⩽ i ⩽ 4),

where k = t(t2 + 3t+ 1), µ = t(t+ 1), and 2 ⩽ t ∈ Z.

前述のCaughman [6]の結果の類似として、次の結果が成り立つ：

定理 19. If Γ is 2-homogeneous, then ι(Γ) determines the structure of T = T (e).

4 Q-多項式距離正則グラフの子孫に関するTerwilliger代数
前節ではQ-多項式距離正則二部グラフの辺に関するTerwilliger代数を考察したが、実
際準備中の論文 [39]ではより一般的な状況で理論を展開しており、前節の内容はその特殊
(ただし重要な)ケースである。本稿では最後にこの一般論について簡単に紹介する。以下
では Γは特に二部グラフとは仮定しない。
Y ⊂ Xを空でない頂点部分集合とし、χ ∈ CX をその特性ベクトルとする：

χz =

{
1 if z ∈ Y
0 otherwise

(z ∈ X)

Y の幅w及び双対幅w∗を次で定める [5]：

w = max{i : χTAiχ ̸= 0}, w∗ = max{ℓ : χTEℓχ ̸= 0}

幅 wは Y の 2頂点間の距離の最大値である。一方、双対幅 w∗の意味は分かり難いかも
しれないが、このように隣接行列A0, A1, . . . , ADと原始冪等元E0, E1, . . . , EDを双対的な
対象と捉えることが、Delsarte理論 [11]の成功の鍵であった。パラメータwとw∗に関す
る Brouwer–Godsil–Koolen–Martin [5]の理論はDelsarte理論とある意味で対を成すもの
である。また、前節と同様にして Y に関するTerwilliger代数T = T (Y )が定義できるが、
Brouwer達の理論でwにまつわる部分については、鈴木 [33]によってT (Y )の既約加群の
観点からさらに一般化されている。以下はBrouwer達の主結果の一つである：
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定理 20 (Brouwer et al. [5]). We have w + w∗ ⩾ D.

この定理で等号が成立する場合に Y が様々な良い性質を持つことも示されている。次は
その一例である：

定理 21 (Brouwer et al. [5], T. [37]). If w + w∗ = D, then the subgraph induced on Y is

a Q-polynomial distance-regular graph with diameter w, with at most three exceptions of

Γ for given D and w.

Brouwer達はw+w∗ = Dかつ誘導部分グラフが連結であれば上の結論が得られることを
示したが、[37]で筆者は誘導部分グラフが連結でなくなるような Γの例が各Dとwにつ
いて高々三つであることを証明したのである。これらの例外はやはり Askeyスキームに
於けるパラメータ q = −1の場合に該当する。この定理を念頭に置き、w + w∗ = Dを満
たす Y を Γの子孫と呼ぶことにする。

例 22. 一点集合 {x}は常に Γの子孫である (w = 0)。

例 23. Γが二部グラフならば、任意の辺 e ∈ Rは Γの子孫である (w = 1)。

例 24. Γ = QDのとき、各 0 ⩽ i ⩽ Dに対してQi ⊂ QDは子孫である (w = i)。

子孫の概念は非常に本質的であり、極値集合論で有名なErdős–Ko–Radoの定理の一
般化等でも重要な役割を果たす [35, 38]。子孫の構造等に関する詳細については [37]を参
照されたい。Γの子孫 Y に対して、双対隣接行列A∗ = A∗(Y ) ∈ CX×X を

A∗ =
1

|Y |
∑
x∈Y

A∗(x)

と定めると、前節と同様に以下の定理が示される：

定理 25. Suppose that Y is a descendent of Γ. Then the Terwilliger algebra T = T (Y ) is

generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗],

unless Γ is one of at most three exceptions in Theorem 21.

系 26. Suppose that Y is a descendent of Γ. Then the matrices A and A∗ act on each

irreducible T -module as a tridiagonal pair, unless Γ is one of at most three exceptions in

Theorem 21.

これらの結果を基礎として、頂点に関する従来のTerwilliger代数T (x)の理論を子孫 Y に
関するTerwilliger代数T (Y )に拡張することが可能になるのである。なお、この拡張理論
の興味深い応用例として、w = 1の子孫 Y (所謂Delsarteクリーク)とその 1頂点 x ∈ Y
を取り、二種類のTerwilliger代数T (x) = C[A,A∗(x)]とT (Y ) = C[A,A∗(Y )]で生成され
るさらに大きな非可換半単純行列代数C[A,A∗(x), A∗(Y )]の既約加群を考察することで、
(C∨

1 , C1)型ダブルアフィンヘッケ環や非対称Askey–Wilson多項式、及びこれらのある
種の退化との関連を見出すことができる [24, 25, 26]。
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その二つの演算が互いに整合性を持っていることが分かる. この整合性の部分を（オ
ペラッドレベルでよくみると）E2-代数 A は, １つシフトすれば A[1]に DG Lie代
数 (正確には L∞-代数というべきかもしれない）の構造がはいる. （複体における）
E2-代数は, (コ）ホモロジーをとると Gerstenhaber代数になることが知られており,
HochschildコホモロジーHH∗(A) は Gerstenhaber代数であったことからHH•(A)
が E2-代数になることが予想されていた. 一方HH•(A)は Connes作用素由来の S

1-
作用（混合複体になっているともいえる）をもっていた. この E2-代数 HH

•(A)が,
HH•(A)に S

1-作用とある意味整合性を持つように作用する. これら全ての構造は上
記のオペラッド上の代数として記述される. 位相的なオペラッド上の代数のことを導
入者の名前をとって KS-代数と呼ぶことにする. この代数構造の構成は,（この周辺
のオペラッド関連の論文を読んだことがある人はご存知かもしれないが）大変複雑

で, オペラッドの様々な resolutionや様々なモデル, 複雑な式によるチェイン写像を
繰り返し用いるものであった. [4]では, factorizationホモロジーを用いて見通しがよ
くなったがそれでも Hochschildコホモロジーのスイス・チーズオペラッド代数作用
の複雑な構成に依拠している. KS-代数構造は, 前節みた周期写像のみならず非可換
代数幾何に重要なものである. [8]では (HH•(A), HH•(A)) を KS-代数構造をコン
セプチュアルに明快な構成を与えた. その構成では, どうしてそのような構造が入る
のかも分かる仕組みになっており, 拡張として安定∞圏やその同変版（つまり位相群
作用付き安定∞圏）, 非加法性版など様々な設定に適用できる方法を与えている. 例
えば, 位相群作用付き安定∞圏は Landau-Ginzberg模型の設定に適用する際重要に
なってくる. 構成のポイントを何点か挙げると

• KS-代数のデータを簡単な代数構造の組み合わせ (A,B,M)に分解する. ここ
でAは, 結合代数の圏の結合代数, Bは S1作用付き結合代数でAのHochschild
チェイン, M は S1-作用のついた同変左 B-加群.

• 安定∞圏 C にその Hochschildコチェインの左加群作用を圏化された意味でい
れ, Hochschildチェインをとる.

定理の形でまとめると

定理 5.1 ([8]). R を可換環スペクトラムとする. C を小さな R-線形安定∞圏とす
る. このとき, コンセプチュアルな構成方法で（特にモデルに依拠しない方法で）
(HH•(C), HH•(C))にKS-代数構造が入る.
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対数的CALABI-YAU多様体の変形

佐野 太郎

1. はじめに

本稿では Calabi-Yau多様体とは, 標準因子KX が自明な compact Kähler
多様体X のこととする. Calabi-Yau多様体は代数幾何のみならず微分幾何,
数理物理においてもよく研究されている対象である. Calabi-Yau多様体の変
形には障害がないことが知られている. Tian, Todorovの論法は解析的なもの
で SU(n)なる仮定がついていたが, Ran, 川又により代数的な証明が得られ,
その仮定も外れた. これによりCalabi-Yau多様体のモジュライ空間は局所的
には滑らかということになる.
本稿ではその “対数的”一般化について論じる. 対数的 Calabi-Yau多様体

というと, 双有理幾何学においては正規射影多様体Xとその上のQ-因子Bの
ペアであってKX +B ∼Q 0かつ (X,B)が lc対となるものをいうことが多い.
Calabi–Yau対とも呼ばれる. 滑らかな (弱)Fano多様体X に対し十分大きな
m > 0に対して多重反標準系 |−mKX |は滑らかな元Dmを持つが, (X, 1

mDm)
は Calabi-Yau対の典型例となる. X と因子のペアの変形を考えることで, 非
障害性の対数的一般化が得られる. またその応用として弱 Fano多様体の変形
の非障害性が得られる.
本稿ではさらに, 正規交差多様体であって双対化層 ωX が自明である正規交

差Calabi-Yau多様体も考える. 川又–並河は正規交差Calabi-Yau多様体の対
数変形理論を展開し, マイルドな条件のもとでそれらが滑らかな Calabi-Yau
多様体に変形できることを示した. 本稿では川又–並河の理論の応用により非
ケーラーCalabi-Yau 3-foldでピカール数が任意に大きくなる例が構成できる
ことについて論じる.
本稿では複素数体C上の代数スキーム,および複素解析空間の変形を考える.

2. Calabi-Yau多様体の変形と T 1-lifting

まずはCalabi–Yau多様体の変形の非障害性が T 1-lifting propertyによって
示されることを復習する (cf. [Nam96]). そのため変形関手やその非障害性な
どの定義を準備する.

定義 2.1. X を代数スキーム (または複素解析空間)とする. Aを Artin局所
C-代数 Aで剰余体が Cとなるもののなす圏, (Sets)を集合のなす圏とする.
このときX の変形関手DefX : A → (Sets)をA ∈ Aに対し

DefX(A) := {(X ↪→ XA) | XA → SpecA :平坦, XA ×A C ≃ X}/ ≃
とすることで定める. ここで二つのデータ (X ↪→ XA)と (X ↪→ X ′

A)が同値
であるとは, あるA-同型 Φ: XA → X ′

AであってX の埋め込みと compatible
になるものが存在することとする.
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2 佐野 太郎

DefX が非障害 (unobstructed)であるとは任意の A,A′ ∈ Aとその間の
全射A′ → Aに対して, 変形の制限写像

rA′A : DefX(A
′)→ DefX(A)

が全射であることとする.

X がコンパクト解析空間であるとき, 半普遍変形 ϕ : X → Def(X) ∋ 0, つ
まり次の性質を持つ変形があることが知られている: X の任意の小変形は底
変換により ϕから誘導され, 誘導の仕方は接空間のレベルで一意的である. (底
点 0は X ≃ ϕ−1(0)を満たす点のことである. ) この ϕは倉西族とよばれ,
底空間 Def(X)は倉西空間と呼ばれる. 倉西空間の底点での局所環の完備化
ÔDef(X),0の環としての同型類は一意的であることがわかる. また次の事実が
ある.

事実 2.2. コンパクト解析空間Xに対し, 倉西空間Def(X)が底点 0で滑らか
であることと, 変形関手DefX が非障害であることは同値である.

よって倉西空間の特異性を調べるには, Artin環上の無限小変形を考えれば
十分であることがわかる. また次のように特別な Artin環のみ調べれば非障
害性は判定できる.

事実 2.3. DefX が非障害であることと, 任意の n ≥ 0とAn := C[t]/(tn+1)に
対して制限写像DefX(An+1)→ DefX(An)が全射であることは同値である.

X がコンパクト複素多様体の時には, 変形の障害空間はH2(X, TX)により
与えられた (TX はX の接束). つまり, Artin環A,A′ ∈ Aが完全列

ξ := (0→ J → A′ → A→ 0)

をなしmA′J = 0を満たす時 (このような ξをArtin環の拡大という), 障害写
像 oξ : DefX(A)→ H2(X, TX)⊗C J が存在し, 列

DefX(A
′)

rA′A−−−→ DefX(A)
oξ−→ H2(X, TX)⊗ J

が完全となって (ηA ∈ DefX(A) に対し, oξ(ηA) = 0 であることと ηA′ ∈
DefX(A

′)であって rA′A(ηA′) = ηA となることは同値. )さらに “関手性”を
持つ. 特にH2(X, TX) = 0の時にはDefX は非障害である.　

例 2.4. Xを滑らかな射影多様体とする. 次の場合には倉西空間Def(X)は滑
らかである.

(i) dimX = 1.
(ii) X が Fano多様体, つまり反標準因子−KX が豊富.
(iii) X がアーベル多様体 (複素トーラスでも良い).

(i), (ii) においては共にH2(X, TX) = 0であることが, (i)では 1次元であ
ること, (ii)では小平–中野消滅定理から従う.

(iii)では dimX ≥ 2の時には H2(X, TX) ̸= 0であるが, 複素トーラスの
普遍変形族は具体的に構成できる. 変形 ϕX : X → ∆τX を一つ構成し, 小平–
Spencer写像が全単射であることがチェックできれば半普遍性が従う. (詳細
は小平–Spencerの論文 [KS58, 14 (γ)]にて. )
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一般には複素多様体Xの倉西空間は特異点を持つことが多い. 例えばVakil
は次の結果を示した: Z上定義された有限型 C-スキーム T に対し, 射影平面
Sであってその倉西空間Def(S)が T と滑らかな射を通じて同値になるような
ものが存在する. 例えばKS が豊富になるような例が構成されている.
にも関わらず標準因子が自明の時には, Bogomolov, Tian, Todorov, Ran

([Ran92]), 川又 ([Kaw92])らにより次の定理が示された.

定理 2.5. X を Calabi-Yau多様体とする (つまりX はコンパクトKähler多
様体でKX ∼ 0なるもの. ). このときDefX は非障害である.

注意 2.6. Todorovの論文 ([Tod89])を見ると, SU(n)-多様体なるものの変形
が扱われている. これはH0(X,ΩiX) = 0 (0 < i < dimX)をみたすので定理
におけるCalabi-Yau多様体よりは狭いクラスである. 例えばアーベル多様体
やハイパーケーラー多様体は含まれないが, これが分類論的には最も難しい場
合かもしれない. Ranによる代数的な証明ではKX が torsionかつX がコン
パクトKählerという条件のみから非障害性が示されている. 簡略化された代
数的証明は川又により得られた.

上の定理の証明では T 1-lifting propertyという性質が有効に使われた.

定義 2.7. An := C[t]/(tn+1), Bn := An ⊗C A1 ≃ C[t, u]/(tn+1, u2) ∈ Aとお
く. またコンパクト解析空間X とXn ∈ DefX(An)に対して,

T 1(Xn/An) := {(Xn ↪→ Yn) : (X ↪→ Yn) ∈ DefX(Bn), Yn ×Bn An ≃ Xn}/ ≃
とおく. ((Xn ↪→ Yn) ≃ (Xn ↪→ Y ′

n)は Φ: Yn → Y ′
nで Φ(Xn) = Xnを満たす

こととする. )
コンパクト解析空間Xの変形関手DefX が T 1-lifting propertyを満たす

とは, 任意の n ≥ 0に対して

T 1(Xn/An)→ T 1(Xn−1/An−1)

が全射となることである.

次の命題が重要である.

定理 2.8. ([Ran92], [Kaw92], [FM99]) コンパクト解析空間X に対し, DefX
が非障害であることと T 1-lifting propertyをみたすことは同値である.

また次の命題が基盤となる.

命題 2.9. ([Del68, Théorème 5.5]) Xをコンパクト複素多様体でHodge to de
Rhamスペクトル系列

Ep,q1 = Hq(X,ΩpX)⇒ Hp+q(X,Ω•
X) ≃ Hp+q(X,C)

が E1-退化するものとする. この時, A ∈ AとXA ∈ DefX(A)に対してスペ
クトル系列

Hq(XA,Ω
p
XA/A

)⇒ Hp+q(XA,Ω
•
XA/A

) ≃ Hp+q(X,A)

も E1-退化する. またHq(XA,Ω
p
XA/A

) は自由 A加群となり, Artin環の底変
換と可換になる.
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定理 2.5の証明のスケッチ. 一般に (X ↪→ Xn) ∈ DefX(An)に対して,

T 1(Xn/An) ≃ Ext1OXn
(Ω1

Xn/An
,OXn)

となる. 命題 2.9より相対標準束 ωXn/An
は自明となるので

Ext1OXn
(Ω1

Xn/An
,OXn) ≃ H1(Xn,Ω

d−1
Xn/An

)

を得る (d := dimX). よって T 1-lifting propertyは底変換写像

H1(Xn,Ω
d−1
Xn/An

)→ H1(Xn−1,Ω
d−1
Xn−1/An−1

)

の全射性と同値になり, これは命題 2.9から従う. □

注意 2.10. 定理の証明から, X をコンパクト複素多様体でKX ∼ 0をみたし
Hodge to de Rhamスペクトル系列がE1-退化するものとすると, その倉西空
間Def(X)は滑らかである. しかしスペクトル系列が退化しない場合には標準
束が自明でも倉西空間が特異点を持つ例がある ([Ghy95]).

3. Calabi-Yau対, 弱 Fano多様体の変形

この節では Calabi-Yau対の変形について述べる. まず, 閉部分空間との対
(X,D)の変形を導入する.

定義 3.1. XをC-代数スキーム (または複素解析空間), D ⊂ Xをその閉部分
スキーム (解析空間)とする. 変形関手Def(X,D) : A → (Sets)を

Def(X,D)(A) := {(X ↪→ XA, D ↪→ DA, DA ↪→ XA) |
(X ↪→ XA) ∈ DefX(A), (D ↪→ DA) ∈ DefD(A)}/ ≃

により定める. 二つのデータ (X ↪→ XA, D ↪→ DA, DA ↪→ XA)と (X ↪→
X ′
A, D ↪→ D′

A, D
′
A ↪→ X ′

A)が同値とは, A-同型 Φ: XA
≃−→ X ′

Aと Ψ : DA →
D′
AであってD,Xの埋め込みと compatibleになるものが存在することとする.
Def(X,D)の非障害性はDefX の場合と同様に定義される.

DefX やDef(X,D)は次で定義される “変形関手”の一種である.

定義 3.2. 共変関手 F : A → (Sets)が F (C) = {∗}をみたし, f : A → B と
f ′ : A′ → Bとそこから自然に誘導される写像 ϕ : F (A×B A′)→ F (A)×F (B)

F (A′) が次の “Schlessingerの条件”(H1), (H2), (H3)を満たすとする:

(H1) f が全射のとき ϕも全射.
(H2) A = A1 := C[t]/(t2)のとき ϕは全単射.
(H3) T 1

F := F (A1)は有限次元 C-線形空間.

F が変形関手であるとはArtin環の拡大 e := (0→ J → A′ → A→ 0)に対し
て “障害写像”oe : F (A)→ T 2

F ⊗ J が定義され次を満たすこととする:

(i) F (A′)→ F (A)の像が o−1
e (0)と一致.

(ii) oeはArtin環の拡大に対し関手的.



対数的 CALABI-YAU 多様体の変形 5

変形関手 F が非障害とは, 上のような Artin環の拡大に対し F (A′) → F (A)
が全射であることとする. また, F が T 1-lifting propertyを満たすとは, 自
然に誘導される写像

F (Bn)→ F (An)×F (An−1) F (Bn−1)

が任意の n ≥ 1に対して全射になることとする.

Fantechi–Manettiは次の事実を示した.

事実 3.3. ([FM99])変形関手F が非障害であることと, T 1-lifting propertyを
みたすことは同値である.

注意 3.4. F が表現可能であるときには川又による証明が機能する. 実はX
が Calabi–Yauの時には DefX は表現可能である. (X ↪→ XA) ∈ DefX(A)に
対し, 相対標準層 ωXA/Aが命題 2.9から自明となる. またH0(XA, TXA/A) ≃
H0(XA,Ω

d−1
XA/A

)となって (d := dimX),無限小自己同型が liftすることが事実
2.9から従うからである　 (ただしΩiXA/A

:= ∧iΩ1
XA/A

, TXA/A := (Ω1
XA/A

)∨(∨
は双対. )).

例 3.5. X がコンパクト複素多様体でD ⊂ X がその滑らかな因子であると
き, DefX やDef(X,D)は変形関手である. もちろんその他にもHilbert関手や
層の変形関手など様々な変形関手が存在する.

次の定理は Calabi-Yau対に対する BTT定理の一般化と言える.

定理 3.6. ([San14], [Iac15])コンパクトKähler多様体Xであって,あるm > 0
に対し線形系 |−mKX |が滑らかな因子Dを含むものが与えられたとする.
このとき変形関手Def(X,D)は非障害である.

T 1-lifting propertyと共に, 再びスペクトル系列の退化が証明のキーとなる.
証明はDeligneによるものとほぼ同様である.

命題 3.7. コンパクトKähler多様体X とその滑らかな因子Dが与えられた
とし, A ∈ A上で (XA, DA) ∈ Def(X,D)(A)を考える.

このときスペクトル系列

Ep,q1 := Hq(XA,Ω
p
XA/A

(logDA))⇒ Hp+q(XA,Ω
•
XA/A

(logDA))

はE1-退化する. またHq(XA,Ω
p
XA/A

(logDA))は自由A-加群であり, Artin環
の底変換と可換である. (ΩpXA/A

(logDA)はDAに沿って極を許す相対対数微
分層である. )

定理 3.6の証明のスケッチ. BTT定理でのT 1(Xn/An)と同様の空間を使って
Def(X,D)の T 1-lifting propertyは記述できる. すると T 1-lifting propertyは
(Xn, Dn) ∈ Def(X,D)(An)とXn−1 := Xn ×An An−1, Dn−1 := Dn ×An An−1

に対して底変換写像

H1(Xn, TXn/An
(− logDn))→ H1(Xn−1, TXn−1/An−1

(− logDn−1))

が任意の n ≥ 1に対し全射であることと同値であることがわかる. ただし
i = n− 1, nに対し TXi/Ai

(− logDi) := (Ω1
Xi/Ai

(logDi))
∨とおく.



6 佐野 太郎

簡単のため, m = 1のときの説明をする. このとき事実 3.7より

H0(Xn, ωXn/An
⊗OXn(Dn)) ≃ An

であることが従うので, ωXn/An
⊗ OXn(Dn) ≃ OXn である. これを使うと上

の写像は

H1(Xn,Ω
d−1
Xn/An

(logDn))→ H1(Xn−1,Ω
d−1
Xn−1/An−1

(logDn−1))

(d := dimX とする)となり, この全射性は事実から従う.
mが一般の時にはDGLAを使った方法しか今の所知られていない ([Iac15]).

しかし次の仮定 (*)をおけば T 1-liftingと分岐被覆のテクニックのみでDGLA
を使わずに証明ができる:

(*) 任意の n ≥ 1および (Xn, Dn) ∈ Def(X,D))(An)に対して

ω⊗m
Xn/An

⊗OXn(Dn) ≃ OXn .

この仮定はH1(X,OX) = 0の時やm = 1の時には満たされる. □

上のDef(X,D)の非障害性の系として, 次のDefX の非障害性が得られる.

系 3.8. ([San14]) Xを弱 Fano多様体とする, つまり反標準因子−KX はネフ
かつ巨大とする. このときDefX は非障害である.

証明. まず基底点自由化定理より,十分大きいm > 0をとると線形系 |−mKX |
は自由となり滑らかな元 Dをもつ. この Dに関し Def(X,D) を考え, 忘却射
Φ: Def(X,D) → DefX をA ∈ Aと (XA, DA) ∈ Def(X,D)(A)に対し

Φ((XA, DA)) := (XA) ∈ DefX(A)

により定める. 以下が証明のキーとなる.

主張 3.9. 忘却射Φ: Def(X,D) → DefX は滑らかである, つまりA,A′ ∈ Aと
A′ ↠ Aに対し

Def(X,D)(A
′)→ Def(X,D)(A)×DefX(A) DefX(A

′)

は全射となる.

主張の証明. これを示すには H1(D,ND/X) = 0 (ND/X は法束)を言えば良
い. 完全列

H1(X,OX(D))→ H1(D,ND/X)→ H2(X,OX)

があって, この両端が 0であることが川又–Viehweg消滅定理より従う. よっ
てH1(D,ND/X) = 0が従う. □

この主張と定理 3.6からDefX が非障害であることが従う. □
例 3.10. 弱 Fano多様体は双有理幾何学, Fano多様体の双有理的研究におい
て頻繁に出てくる対象である. Fano多様体の場合とは違ってH2(X, TX) ̸= 0
なる例も存在する. 例えばX = P(OP2⊕OP2(3))とすれば, これはP(1, 1, 1, 3)
の vertexでの爆発となり弱 Fanoであるが, H2(X, TX) ̸= 0である. よって
T 1-lifting propertyのような方法が必要である.
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この例では線形系 |−KX |が滑らかな元を持つが, 一般には任意のm > 0に
対し |−iKX | (i = 1, . . . ,m − 1)が滑らかな元を持たないような Fano多様体
X が存在することが知られている. よって証明で巡回被覆を取る必要がある.

例 3.11. Def(X,D) が非障害でも DefX が障害を持つ例は次のようなものが
ある.
C ⊂ P3を滑らかな射影曲線で [C] ∈ Hilb(P3)が特異点で,かつCが滑らかな

4次曲面 Sに含まれるとする. (Sernesiによる例が存在する ([Har10, Exercise
13.2]))このときX → P3をCでの爆発とすると, |−KX |はD := µ−1

∗ (S)を含
むのでCalabi-Yau対となる. よってDef(X,D)は非障害である. しかしDef(X)

は Hilbertスキームと同じタイプの特異点を持つことがわかるので, DefX は
障害を持つ.

例 3.12. ω−1
X がネフかつ巨大という仮定をどの程度弱められるか, という問

を考える.
まず ω−1

X がネフだがDefX が障害を持つ例は存在する. 例えば T を 2次元
以上の複素トーラスとしX = T ×P1とすると, そのような例になる ([KS58]).
実際, ω−1

X は自由ですらある.

ω−1
X が巨大だがDefX が障害を持つ例も存在する. C ⊂ P3を滑らかな射影

曲線であって [C] ∈ Hilb(P3)が特異点であり, かつCが滑らかな 3次曲面に含
まれているとする (Mumfordによる有名なCの例がある). このときX → P3

を C での爆発とすると ω−1
X は巨大だが, Def(X)は Hilbert schemeの [C]で

の特異点と同様の特異点を持つ.
例えばX が有理連結で ω−1

X がネフ (または自由)であるときに DefX が非
障害かどうか, といった問は興味深いが, 決定的な答を見つけるには至ってい
ない.

4. Calabi-Yau多様体の有界性問題と正規交差多様体のログ変形

次の問題は代数多様体の分類において重要である.

問題 4.1. 射影的 Calabi-Yau多様体の微分同相型は有限個か？

1次元, 2次元では楕円曲線, K3曲面の位相型はそれぞれ一つしかない. し
かし Calabi-Yau 3-foldの例は toric多様体の中の完全交差の特異点解消によ
り, 多くの例が構成されている. 具体的な数字としては 3万個以上の位相型の
存在が確認されている.
変形同値な複素多様体は微分同相であるので, Calabi-Yau 3-foldの変形同

値類が有限個しかないのであれば微分同相型も有限個である. Grossは楕円
ファイバー構造を持つCalabi-Yau 3-foldは双有理有界な族をなすことを示し
た. 特にそのような Calabi-Yau 3-foldのベッチ数, 位相的オイラー数は有界
である. おそらくこれがCalabi-Yau多様体の有界性について現在知られてい
る最も強い結果の一つである. 射影的でない Calabi-Yau多様体を考えると,
次のように無限個の例がある.

例 4.1. (1)([Fri91]) Friedmanは滑らかな 5次超曲面X = X5 ⊂ P4で無限個
の互いに disjointな (−1,−1)-曲線Ci(i = 1, 2, . . .)を含むものを構成した. こ
のとき X → Xm を C1, . . . , Cm の解析的な収縮とする (Grauertの定理より
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存在). すると Friedmanの変形の定理により, Xmを変形して滑らかな複素多
様体 Ymが得られることが従う. 第 2ベッチ数 b2(Ym) = 0であるため Ymは
Kählerでないが, そのオイラー数は e(Ym) = −200− 2mと計算できる. よっ
て Ym(m = 1, 2, . . .)は射影的でないCalabi-Yau 3-foldの微分同相型の無限個
の系列を与えている.
(2)小木曽 ([Ogu94]),宮岡 ([Fri91])は射影的Calabi-Yau 3-foldの (解析的)flop
により H2(X,Z) の生成元 D の |D3| がいくらでも大きくなる例を構成し,
Moishezon Calabi-Yau 3-foldの微分同相類の無限個の系列が次のように得
られることを示した.
滑らかな (2, 4)-完全交差X = X2,4 ⊂ P5はCalabi-Yau 3-foldとなるが, そ

れを上手くとると任意の d ≥ 1に対し (−1,−1)-曲線 Cd ⊂ X であって次数
dのものを X が含むようにできる.　この Cd の flop X 99K Yd をとれば条
件を満たす例となる. 実際 Yd 上のH ∈ |OX(1)|の強変換をHd としたとき,
H3
d = 8− d3となる.

(3) Ghysにより標準束が自明で b2(X)がいくらでも大きくなるX の例は挙
げられていた. SL(2,C)に固有不連続な自由作用を持つ離散群 Γでの商とし
て例は構成され, よって基本群は Γになる.

Fine–Panov ([FP10])は単連結かつ標準束が自明な例で b2が大きくなる例
を構成した. 彼らの例は SL(2,C)の同じく離散群による商から構成されるが,
固定点を持つ作用による商の crepant resolutionとして構成される. すると
H0(X,ΩiX) ̸= 0を i = 1, 2について満たすことがわかり, “強 Calabi-Yau性”
を満たさない.

川又–並河 ([KN94])は正規交差多様体のログ構造つきの変形理論を展開し,
次の結果を得た. まず d-半安定なる概念を導入する.

定義 4.2. ([Fri83]) SNC多様体X =
∪N
i=1Xiに対して, D := SingX とし,

OD(X) := (⊗Ni=1IXi/IXiID)∨ ∈ PicD

とする (無限小法束と呼ばれる). Xが d-半安定であるとは, OD(X) ≃ ODと
なることとする.

注意 4.3. N = 2の時にはOD(X) ≃ ND/X1
⊗ND/X2

となり, これが自明な
らば d-半安定となる.

X が半安定退化の中心ファイバーとして現れる時, X は d-半安定となる.
逆は一般には不成立であるが, Calabi-Yauの場合には次が成り立つ.

定理 4.4. n ≥ 3に対しX を n次元 properな単純正規交差 (SNC)スキーム
で次の条件を満たすものとする:

(i) 双対化層 ωX が自明.
(ii) X は d-半安定
(iii) Hn−1(X,OX) = 0, Hn−2(Xi,OXi) = 0 (i = 1, . . . , N)を満たすとす

る　 (X =
∪N
i=1Xiは既約成分への分解).

このときXの円盤∆1上の変形 ϕ : X → ∆1であってX が滑らかで, かつ一般
ファイバーXt := ϕ−1(t)は滑らかかつ標準因子が自明となるものが存在する.
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注意 4.5. 川又–並河はXがKähler SNC多様体であるという仮定のもとで定
理を証明した. 鍵となるのはKähler SNC Calabi-Yau多様体のログ構造付き
変形の非障害性である. 論文の証明で肝要なのは, 各既約成分やその stratum
上でHodge-to-de Rhamスペクトル系列がE1-退化するということであった.
よって既約成分XiがKählerや固有代数多様体であると仮定するだけで十分
である. ただしXが射影的でない場合には一般ファイバーXtが代数的でない
ものになりうる.

定理 4.4を使うと Calabi-Yau多様体を SNC多様体の変形として構成でき
る. Lee ([Lee10])は新しい Calabi-Yau多様体の構成について調べた. 射影
的でない SNC多様体の対数変形により, 次の例が橋本氏との共同研究で得ら
れた.

定理 4.6. ([HS]) 任意の正の整数 a > 0に対し, 射影的でないコンパクト 3
次元複素多様体 X = X(a)で KX ∼ 0, b2(X) = a + 3, H i(X,OX) = 0 =
H0(X,ΩiX) (i = 1, 2)を満たすものが存在する.

この多様体X(a)は SNC Calabi-Yau多様体を変形することで構成される.
まず SNC多様体を滑らかな多様体の gluingとして構成するには次の命題を
使う.

命題 4.7. X1, X2を滑らかな固有代数多様体, Di ⊂ Xi (i = 1, 2)をそれらの
滑らかな因子で同型 ψ : D1 ≃ D2を持つものとする. このとき固有な SNCス
キームX0であって閉埋め込み ιi : Xi ↪→ X0を持ち Cartesian図式

D1
� � i1 //

� _

ψ◦i2
��

X1� _

ι1
��

X2
� � ι2 // X0

を満たすものが存在する (j = 1, 2に対し ij : Dj ↪→ Xj は包含写像). これを
X1 ∪ψ X2とかき, i1 : D1 ↪→ X1と i2 ◦ ψ : D1 ↪→ X2による push-outという.

例 4.8. 例えばX1 = X2 = P3として, S = D1 = D2 ⊂ P3を滑らかな 4次曲
面とする. このとき ψ := idS とすると, SNC多様体X0 := X1 ∪ψ X2ができ
る. これの双対化層 ωX0 はKXi +Di ∼ 0であることから自明であることが
わかる. しかしNS/X1

⊗NS/X2
≃ OS(8)であるため, d-半安定ではない.

今 µ : Y1 → P3を滑らかな曲線 C ∈ |OS(8)|による爆発として, Y2 = P3と
する. S1 ⊂ Y1を S の強変換, µS : S1 → S を µが誘導する同型とする. する
と Y0 := Y1∪µS Y2は d-半安定であり, 定理 4.4の条件を満たすものとなる. こ
こで注意したいのは, S が非自明な自己同型を持つ場合, それで twistした閉
埋め込みによる push-outは一般には違う SNC多様体になることである. 定
理 4.6での例もそのようにして構成される.
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ヤン・バクスター方程式からホップ亜代数へ

澁川 陽一 (Youichi SHIBUKAWA)∗

概要

ヤン・バクスター方程式と関連した例を通じて，ホップ代数の一般化であるホップ亜代数を紹介する．

1 イントロダクション

nを正の整数とし，集合 {Xij , (X
−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n}上の自由 C代数を C⟨Xij , (X

−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n⟩
と表す．この自由代数の元

(1) XijXkl −XklXij (i, j, k, l = 1, . . . , n)

(2)
∑n

k=1Xik(X
−1)kj − δij (i, j = 1, . . . , n)

(3)
∑n

k=1(X
−1)ikXkj − δij (i, j = 1, . . . , n)

で生成された両側イデアル I による商 C⟨Xij , (X
−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n⟩/I を AP と書くことにする (ただ

し δij はクロネッカーのデルタ・シンボル)．この AP は双代数である [1, 第 2 章 §1]．その構造射 (余積

∆ : AP → AP ⊗ AP，余単位射 ε : AP → C)は次のように定義される (2つの写像が代数準同型になるよう

拡張する)．

(1) ∆(Xij) =
∑

kXik ⊗Xkj

(2) ∆((X−1)ij) =
∑

k(X
−1)kj ⊗ (X−1)ik

(3) ε(Xij) = ε((X−1)ij) = δij

さらに AP はホップ代数にもなる [1, 第 2章 §1]．その構造射である対合射 S : AP → AP は，生成元上次

のように定義される (反自己同型として拡張する)．

S(Xij) = (X−1)ij ;S((X
−1)ij) = Xij .

AP から Cへの代数準同型全体のなす集合M と一般線型群 GLn(C)は集合として同型である．実際，次
の写像がこの同型を与える．

M ∋ F 7→ (F (Xij))i,j ∈ GLn(C).

そこで，これが群としての同型になるように M に群構造を与えることができる [1, 第 4 章 例 4.3], [17,

Example 9.7]．このとき，余積∆を用いるとM の積が，余単位射 εを用いるとM の単位元が，対合射 S を

用いると逆元が定義できるようになっている．実際，F,G ∈M に対し

• 積 FG = F ⊗G ◦∆;

∗ 北海道大学理学研究院数学; shibu＠math.sci.hokudai.ac.jp
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• 単位元 1M = ε;

• F (∈M)の逆元は F ◦ S (Cが可換であるため F ◦ S ∈M に注意)．

実は定義だけではなく，余積が余結合律 (∆⊗ 1) ◦∆ = (1⊗∆) ◦∆ をみたすことからM の積が結合的とな

るなど，GLn(C)が群であることと AP がホップ代数であることがよく対応している．

このホップ代数 AP は，n次元ベクトル空間 V = ⊕iCvi のテンソル積 V ⊗ V 上の線形写像 P : V ⊗ V →
V ⊗ V (P (v ⊗ w) = w ⊗ v) と関係が深い．基底 {vi ⊗ vj}に関する P の行列表示の成分を P kl

ij とするとき

(すなわち P (vk ⊗ vl) =
∑

i,j vi ⊗ vjP kl
ij )，XijXkl −XklXij =

∑
a,b P

ab
ik XbjXal −

∑
a,b P

lj
abXkbXia となる

ので，AP の定義関係式を与える両側イデアル I の生成元は

(1)
∑
a,b

P ab
ik XbjXal −

∑
a,b

P lj
abXkbXia (i, j, k, l = 1, . . . , n) (1.1)

(2)
n∑

k=1

Xik(X
−1)kj − δij (i, j = 1, . . . , n)

(3)

n∑
k=1

(X−1)ikXkj − δij (i, j = 1, . . . , n)

である．少々強引ではあるが，これをもって「定義関係式を通じて，線形写像 P : V ⊗ V → V ⊗ V がホップ
代数 AP を決定している」と見ることにする．

写像 P が量子ヤン・バクスター方程式 [2, 3, 20, 21] (今の場合は，ブレイド関係式と同じ) (P ⊗ 1)(1 ⊗
P )(P ⊗ 1) = (1⊗P )(P ⊗ 1)(1⊗P ) の解であることに注目して，「この構成の枠組みを活かして，量子ヤン・
バクスター方程式の解からいろいろなホップ代数を構成しよう」と試みるのは自然であろう．実際，[6]では，

量子ヤン・バクスター方程式の解から一般線型群 GLn(C)の q-analog上の関数環と呼ばれるホップ代数を構

成している．

講演では更に飛躍して，「上で説明した構成の枠組みを一般化して，一般化されたヤン・バクスター方程式

の解からホップ代数の一般化を構成しよう」と試み，この立場からホップ亜代数について具体例と合わせて紹

介した．

この報告では講演内容を抜粋し，双代数の一般化である左双亜代数，およびホップ代数の一般化であるホッ

プ亜代数の定義を与えた上で，ホップ代数 AP の一般化となるホップ亜代数が構成できることを簡単に紹介

する．

2 左双亜代数 Aσ

Aと Lを積に関する単位元をもつ環とし (環 Aの単位元を 1A，環 Lの単位元を 1L と書く)，sL : L→ A

と tL : Lop → Aを
sL(l)tL(l

′) = tL(l
′)sL(l) (∀l, l′ ∈ L). (2.1)

をみたす環準同型とする．ただし，Lop は環 Lの反環 (反同型環)である．式 (2.1)により，環 Aは両側 L加

群となる (この加群を記号 LAL で表す)．

l · a · l′ = sL(l)tL(l
′)a (l, l′ ∈ L, a ∈ A). (2.2)
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定義 2.1. 両側 L加群のなすテンソル圏における余モノイド (comonoid) (LAL, γL : A→ A⊗L A, πL : A→
L) が次をみたすとき，AL = (A,L, sL, tL, γL, πL) を左双亜代数 (left bialgebroid)という [4, 5]．∑

(a)

a(1)tL(l)⊗ a(2) =
∑
(a)

a(1) ⊗ a(2)sL(l), (2.3)

γL(1A) = 1A ⊗ 1A,

γL(ab) = γL(a)γL(b), (2.4)

πL(1A) = 1L,

πL(asL(πL(b))) = πL(ab) = πL(atl(πL(b))) (∀l ∈ L, ∀a, b ∈ A).

ただし式 (2.3)では，Sweedlerによる sigma notation [18, Section 1.2] と呼ばれる記号法を用いている．

γL(a) =
∑
i

a1i ⊗ a2i =
∑
(a)

a(1) ⊗ a(2) ∈ A⊗L A.

注意 2.2. 定義 2.1 に現れる余モノイドは，テンソル圏におけるモノイドの双対である (モノイドの定義に現

れる構造射 (の矢印)を逆向きにしたもの)．

注意 2.3. 式 (2.3) により，式 (2.4) の右辺は well-defined となる (環 L が必ずしも可換であるとは限らな

いことに注意)．つまり，式 (2.3) の下で，
∑

(a),(b) a(1)b(1) ⊗L a(2)b(2) (γL(a) =
∑

(a) a(1) ⊗ a(2), γL(b) =∑
(b) b(1) ⊗ b(2)) は代表元の取り方に依存せず定まるので，これを γL(a)γL(b)(∈ A⊗L A) と書く．このよう

なことが左双亜代数の定義には含意されている．

注意 2.4. 左双亜代数は [19] における ×L-bialgebraと同じものである．

以下，K を体，H を空でない集合，RをK代数とし，MH(R)を集合H から体Kへの写像全体のなすK代
数とする．Gを集合H の置換群S(H)の反群の部分群とし，その任意の元 α ∈ Gに対し，Tα ∈ EndK(L,L)

を Tα(f)(λ) = f(λα) (λ ∈ H,α ∈ G) と定める (ただし λα := α(λ))．さらに，有限集合X から群 Gへの写

像 deg : X → Gが存在することを仮定する．

Lab，(L−1)ab (a, b ∈ X) を不定元として，自由代数 K⟨(MH(R) ⊗K MH(R)op)
⨿
{Lab : a, b ∈

X}
⨿
{(L−1)ab : a, b ∈ X}⟩ を考える．σab

cd ∈ MH(R) (a, b, c, d ∈ X) に対し，以下の (1)–(5)の元で生成さ

れる上記自由代数の両側イデアルを Iσ とする．

(1) ξ + ξ′ − (ξ + ξ′), cξ − (cξ), ξξ′ − (ξξ′) (∀c ∈ k, ξ, ξ′ ∈MH(R)⊗K MH(R)op).

ただし，ξ+ξ′における記号+は自由代数での和を表し，(ξ+ξ′)での記号+は代数MH(R)⊗KMH(R)op

での和を表す．他の生成元におけるスカラー倍や積も同様．

(2)
∑
c∈X

Lac(L
−1)cb − δab∅,

∑
c∈X

(L−1)acLcb − δab∅ (∀a, b ∈ X).

(3) (Tdeg(a)(f)⊗ 1MH(R))Lab − Lab(f ⊗ 1MH(R)),

(1MH(R) ⊗ Tdeg(b)(f))Lab − Lab(1MH(R) ⊗ f),
(f ⊗ 1MH(R))(L

−1)ab − (L−1)ab(Tdeg(b)(f)⊗ 1MH(R)),

(1MH(R) ⊗ f)(L−1)ab − (L−1)ab(1MH(R) ⊗ Tdeg(a)(f)) (∀f ∈MH(R)(=MH(R)
op
), a, b ∈ X).

(4)
∑

x,y∈X(σxy
ac ⊗ 1MH(R))LydLxb −

∑
x,y∈X(1MH(R) ⊗ σbd

xy)LcyLax (∀a, b, c, d ∈ X).

(5) ∅ − 1MH(R) ⊗ 1MH(R).

この両側イデアル Iσによる自由代数K⟨(MH(R)⊗KMH(R)op)
⨿
{Lab : a, b ∈ X}

⨿
{(L−1)ab : a, b ∈ X}⟩
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の商を Aσ とする．Aσ の定義関係式 (4) と式 (1.1) を比較すると，これが AP の一般化になっていることが

(σ が P の一般化になっていることと合わせて) 推察されるだろう．

定理 2.5 ([7]). 写像 deg : X → Gと σbd
ac ∈MH(R)が

• deg(b) ◦ deg(d)(λ) ̸= deg(a) ◦ deg(c)(λ)⇒ σbd
ac(λ) = 0 (∀λ ∈ H)

• σbd
ac(λ) ∈ Center(R)

をみたすならば，商 Aσ は左双亜代数である (Cf. [14, 15])．

この定理の左双亜代数において，sL :MH(R)→ Aσ，tL :MH(R)op → Aσ は次のような写像である．

sL :MH(R) ∋ f 7→ f ⊗ 1MH(R) ∈ Aσ; tL :MH(R)op ∋ f 7→ 1MH(R) ⊗ f ∈ Aσ.

γMH(R) : Aσ → Aσ ⊗MH(R) Aσ については，主要な生成元上の値のみを記す．

γMH(R)(f ⊗ g) = (f ⊗ 1)⊗ (1⊗ g);

γMH(R)(Lab) =
∑
c∈X

Lac ⊗ Lcb; γMH(R)((L
−1)ab) =

∑
c∈X

(L−1)cb ⊗ (L−1)ac.

最後に πMH(R) : Aσ → MH(R)を定義するため，まず，K代数の準同型 ε : Aσ → EndK(MH(R))を次の

ように定める．

ε(f ⊗ g) = ρl(f)ρr(g); ε(Lab) = δabTdeg(a); ε((L
−1)ab) = δabTdeg(a)−1 (f, g ∈MH(R)).

ただし，f, g ∈MH(R)に対し ρl(f), ρr(g) ∈ EndK(MH(R))を ρl(f)(h)(λ) = (fh)(λ) = f(λ)h(λ), ρr(g)(h) =

hg と定義する (λ ∈ H,h ∈ MH(R))．定理 2.5の条件は，この εが well-definedとなることを保証する．そ

して，πMH(R) : Aσ →MH(R)は εを用いて次のように定義される．

πMH(R)(a) = ε(a)(1MH(R)) (a ∈ Aσ).

3 ホップ亜代数 Aσ

AL = (A,L, sL, tL,∆L, πL) を左双亜代数，S : A→ Aを環 A上の反自己同型，L′ を反環 Lop と同型な環

とする (この同型写像を ν : Lop → L′ としておく)．

式 (2.2) で，環 A上の左 L加群構造 LA と右 L加群構造 AL を導入した．

LA : l · a = sL(l)a;AL : a · l = tL(l)a (l ∈ L, a ∈ A).

これと同様にして，環 A上に L′ 加群構造を導入することができる (左 L′ 加群構造を L′
A，右 L′ 加群構造を

AL′
と書く)．

L′
A : r · a = asL(ν

−1(r));AL′
: a · r = aS(sL(ν

−1(r))) (r ∈ L′, a ∈ A).

命題 3.1. 写像 S : A→ A，sL : L→ A，tL : Lop → A が

S ◦ tL = sL (3.1)

をみたすならば，次の性質をもつ加群の準同型 SA⊗LA : AL ⊗ LA→ AL′ ⊗ L′
A が一意的に存在する．

SA⊗LA(a⊗ b) = S(b)⊗ S(a)(a, b ∈ A).
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∆L(a) =
∑

(a) a(1) ⊗ a(2) を Sweedler’s sigma notation [18, Section 1.2] とするとき，式 (3.1) より∑
(a) S(a(1))a(2) が well-defined となることに注意すると，次も成り立つことがわかる．

命題 3.2. 写像 S : A→ A，sL : L→ A，tL : Lop → A，πL : A→ L が式 (3.1) と∑
(a)

S(a(1))a(2) = tL ◦ πL ◦ S(a) (∀a ∈ A) (3.2)

をみたすならば，次の性質をもつ加群の準同型 SA⊗L′A : AL′ ⊗ L′
A→ AL ⊗ LA が一意的に存在する．

SA⊗L′A(a⊗ b) = S(b)⊗ S(a)(a, b ∈ A).

写像∆L′ : A→ AL′ ⊗ L′
A を ∆L′ := SA⊗LA ◦∆L ◦ S−1 と定義する．

定義 3.3. 4つの式 (3.1)，(3.2)，

(∆L ⊗ idA) ◦∆L′ = (idA ⊗∆L′) ◦∆L, (∆L′ ⊗ idA) ◦∆L = (idA ⊗∆L) ◦∆L′

をみたす左双亜代数 AL と環 Aの反自己同型 S : A→ Aの組 (AL, S) に対し，次の性質をもつ写像 SA⊗L′A

の逆写像 S−1
A⊗L′A が存在するとき，組 (AL, S) をホップ亜代数 (Hopf algebroid)という [4, 5]．

SA⊗LA ◦∆L ◦ S−1 = S−1
A⊗L′A ◦∆L ◦ S.

定理 3.4 ([7]). 適切な σab
cd ∈MH(R)に対し，定理 2.5のAσ はホップ亜代数となる．ただし，L′ =MH(R)op，

ν = idMH(R)op．

講演では，群の一般化である擬群 (quasigroup) を用いて上の定理における σab
cd ∈ MH(R) を構成した

[7, 9, 10, 11, 12, 13, 16]．この σab
cd ∈ MH(R) から定まるホップ亜代数 Aσ において，K 代数の反自己同型

S : Aσ → Aσ は，生成元上，次のように定義される．

S(f ⊗ g) = g ⊗ f ;S(Lab) = (L−1)ab;S((L
−1)ab) = Lab (f, g ∈MH(R)).

講演の最後では，MH(R)を一般化して得られる Aσ についても紹介した [8]．
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正規化されたヒルベルト函数について

大関　一秀（山口大学　創成科学研究科）

Abstract. 与えられた局所環 (R,m)内の m-準素イデアルのヒルベルト函数の挙動に
は，それを含む局所環 Rや，Rees代数および随伴次数環の構造といったイデアルの主
要な情報が内包されていると考えられている．本報告では，解析的不分岐なコーエン・
マコーレイ局所環内に於ける m-準素イデアルの正規化されたヒルベルト函数について
考察を行う．正規化されたヒルベルト函数は，1990年頃に伊藤らによって，各ヒルベル
ト係数の値と随伴次数環の構造との関係解明を軸に，盛んにその挙動研究が行われた．
これに対して，近年，Corso-Polini-Rossi [1]，Phuong [10]によって，Sally加群の理論
が正規化された第 1ヒルベルト係数を制御する際に有効であることが示唆された．
本報告では，Sally加群の構造とその役割を紹介するとともに，それらを用いて，正

規化された第 1および第 2ヒルベルト係数による m-準素イデアルの構造の新たな分類
を紹介する．

1. 導入

本報告の内容は，S. K. Masuti氏とM. E. Rossi氏との共同研究 [8]に基づくもので
ある．
本報告を通して特に断らない限り，(R,m)を解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局

所環とする．ただし，局所環Rが解析的不分岐であるとは，Rのm-進完備化が被約で
あることである．局所環 RのKrull次元を d = dimR > 0とし，簡単のため，剰余体
R/mは無限体であると仮定する．I をRのm-準素イデアルとし，J = (a1, a2, . . . , ad)
をRの巴系イデアルであって，Iの節減をなすものとする．（ただし，Jが Iの節減であ
るとは，ある整数 r ≥ 0に対して，等式 Ir+1 = JIrが成り立つことをいう．この節減
の概念はD. Reesによって導入されたものであり，後に登場するRees代数や随伴次数
環の構造を解析する際に重要な役割を果たすものである）
本報告では，イデアルの整閉包の概念を積極的に用いる．まずは，その定義を紹介す

る．x ∈ Rが I上整であるとは，ある整数 n ≥ 1と ai ∈ I i (1 ≤ i ≤ n)が存在して，等
式 xn + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0が成り立つことをいう．以下，

I = {x ∈ R | xは I上整 }

と表し，イデアル Iの整閉包と呼ぶ．Rが解析的不分岐であるという仮定の下では，あ
る整数 r ≥ 0が存在して，任意の整数n ≥ rに対して，等式 In+1 = JInが成り立つ，す
なわち，J が I の正規化されたフィルトレーション {In}に対して節減となっているこ
とがD. Reesによって証明されている．
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与えられたm-準素イデアル Iの構造を分類する際に，Rees代数や随伴次数環の構造
が鍵となる．以下，R上の不定元 tに対して，

R(I) = R[It] =
∑
n≥0

Intn ⊆ R[t], R′(I) = R[It, t−1] =
∑
n∈Z

Intn ⊆ R[t, t−1]

と定め，それぞれ，イデアル IのRees代数，拡大Rees代数という．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定め，イデアル Iの随伴次数環という．
Rees代数R(I)の R[t]内における整閉包をR(I) = R(I)

R[t]
と表し, 拡大 Rees代数

R′(I)のR[t, t−1]内における整閉包をR′(I) = R′(I)
R[t,t−1]

と表す．すると，イデアルの
整閉包を用いて，それぞれ，

R(I) =
∑
n≥0

Intn, R′(I) =
∑
n∈Z

Intn

と表すことができる．つまり，イデアルの整閉包とはRees代数の整拡大に対応する概
念であるといえる．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定める．
これらRees代数や随伴次数環といった，イデアルに随伴する次数環の構造を決定す

る際に，ヒルベルト函数の理論が有効であると考えられている．次に，そのヒルベルト
函数の定義を紹介する．
イデアル I はm-準素であることから，任意の n ∈ Zに対して，剰余環R/In+1にア

ルティン環の構造が入る．従って，R-加群としての組成列の意味での長さ ℓR(R/I
n+1)

が定まり，これを nについての函数とみたものを Iのヒルベルト函数という．
さらに，ある {ei(I) ∈ Z}0≤i≤dが存在して，十分大きな整数 n≫ 0に対して，等式

ℓR(R/I
n+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つことがよく知られている．この d次の多項式をイデアル Iのヒルベルト多項
式と呼び，各係数 ei(I)をイデアル Iの第 iヒルベルト係数と呼ぶ．
特に，先頭項係数の e0(I)は，イデアル Iの重複度と呼ばれ，局所環のヒルベルト函

数の研究はこの重複度研究を軸に発展をしてきたといわれている．イデアル Iの節減 J
に対して，等式 e0(I) = e0(J)が成り立ち，さらに，Rがコーエン・マコーレイ局所環
ならば，Jはその巴系イデアルであることから，等式 e0(I) = ℓR(R/J)が成り立つ．つ
まり，コーエン・マコーレイ局所環内において，m-準素イデアル Iの重複度 e0(I)は自
明であるといえる．
次に，正規化されたヒルベルト函数（正規ヒルベルト函数）について定義を述べる．

イデアル Iに対して，ℓR(R/In+1)を nの函数とみたものを，Iの正規化されたヒルベル
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ト函数（正規ヒルベルト函数）という．Rが解析的不分岐であるという仮定の下では，
ある整数 {ei(I) ∈ Z}0≤i≤dが存在し，十分大きい整数 n≫ 0に対して，等式

ℓR(R/In+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つ．この d次の多項式をイデアル Iの正規化されたヒルベルト多項式（正規ヒ
ルベルト多項式）と呼び，各係数 ei(I)を正規化されたヒルベルト係数（正規ヒルベル
ト係数）という．尚，等式 e0(I) = e0(I)が成り立つことから，正規化されたヒルベル
ト函数においても，その重複度 e0(I)は自明であるといえる．
本報告の目標は，正規化された第 1ヒルベルト係数 e1(I)および第 2ヒルベルト係数

e2(I)に注目し，Rees代数や随伴次数環の構造の分類を行うものである．
ここで，本研究の先行結果を紹介する．伊藤 [6]によって，正規化された第 1ヒルベ

ルト係数 e1(I)に関して，不等式

e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)

が与えられた．さらに，次の 2条件が同値となる．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ.

この同値条件が成り立つとき，d ≥ 2ならば e2(I) = ℓR(I2/JI)であり，整数 3 ≤ i ≤ d
に対して ei(I) = 0が成り立つ．さらに，G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3
ならばR(I)もコーエン・マコーレイ環となる．このことから，等式 e1(I) = e0(I) −
ℓR(R/I)+ ℓR(I2/JI)を満たすようなイデアル Iは良い性質を持つものであるといえる．
尚，等式 ℓR(I2/JI) = e0(I) + (d− 1)ℓR(R/I)− ℓR(I/I2)が成り立つことから，上述の
不等式の右辺は節減 J のとり方によらないものであることが分かる．
伊藤 [6]は，第 2ヒルベルト係数 e2(I)についても次のような考察を行っている．d ≥ 2

のとき不等式
e2(I) ≥ e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)

が成り立ち，次の 2条件が同値となる．

(1) e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ．

この同値条件が成り立つとき，e1(I) = e0(I)−ℓR(R/I)+ℓR(I2/JI)であり，整数3 ≤ i ≤
dに対してei(I) = 0が成り立つ．さらに，G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3な
らばR(I)もコーエン・マコーレイ環となる．よって，等式 e2(I) = e1(I)−e0(I)+ℓR(R/I)
を満たすイデアル Iもまた良い性質も持つものであるといえる．
さらに，[6]では，正規化された第 3ヒルベルト係数 e3(I)が非負であることを証明し

た上で，e3(I)の消滅性による随伴次数環G(I)のコーエン・マコーレイ性の予想を与え
ている．（これは伊藤予想と呼ばれ，現在も未解決である）
上記の伊藤による一連の結果を考察するに，正規化された第１および第 2ヒルベルト

係数には，ヒルベルト函数全体の情報やRees代数・随伴次数環の構造が内包されてい
て，特に，他の不変量との相対的な関係が重要であると考えられる．
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2. Sally加群

近年，ヒルベルト函数の挙動研究は，Sally加群の理論を導入することで急速な発展
を見せている．本報告においても Sally加群の理論を積極的に用いていきたい．
本節の目的は，Sally加群の定義とその役割について紹介するものである．その準備

として I-admissible filtrationの概念を紹介する．
本節では，(R,m)は（解析的不分岐とは限らない）コーエン・マコーレイ局所環と

いう仮定の下で十分である．局所環Rのイデアルの列 {In}n∈Zが I-admissible filtration
であるとは，次の 3条件を満たすことである．

(1) R = I0であり，任意の n ∈ Zに対して，In ⊇ In+1が成り立つ．
(2) 任意のm,n ∈ Zに対して，Im · In ⊆ Im+nが成り立つ．
(3) ある整数 k ≥ 0が存在し，任意の n ∈ Zに対して，In ⊆ In ⊆ In−kが成り立つ．

例えば，I の冪による {In}n∈Z や，R が解析的不分岐であるとき，{In}n∈Z は I-
admissible filtrationをなす．本報告では，この I-admissible filtrationという枠組みに
おいて，Sally加群の理論を紹介したい．
以下，I = {In} = {In}n∈Zを I-admissible filtrationとする．これに対して，

R(I) =
∑
n≥0

In ⊆ R[t], R′(I) =
∑
n∈Z

Int
n ⊆ R[t, t−1]

と定め，それぞれ，IのRees代数，拡大Rees代数という．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定め，Iの随伴次数環という．尚，Iが I-admissibleであることと，R(I)がR(I)上
有限生成であることが同値である．
整数n ∈ Zに対して，ℓR(R/In+1)をIのヒルベルト函数と呼ぶ．ある整数{ei(I)}0≤i≤d

が存在し，十分大きい整数 n≫ 0に対して，等式

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つ (c.f.[7]). この d次の多項式を I のヒルベルト多項式と呼び，各係数 ei(I)
を Iのヒルベルト係数という．（先頭項係数 e0(I)は Iの重複度と呼ばれ，等式 e0(I) =
e0(I) = ℓR(R/J)が成り立つ）
ここで，Sally加群の定義を紹介する．W. V. Vasconcelos [11] に従って，

S = SJ(I) =
R(I)≥1t

−1

I1R(J)
∼=
⊕
n≥1

In+1/J
nI1

と定め，Iの J に関する Sally加群という．Sally加群について，次の基本性質が従う．

命題 1 ([11]). 次が正しい．
(1) Sは有限生成次数付きR(J)-加群である．
(2) AssR(J) S ⊆ {mR(J)}である．従って，S ̸= (0)ならば，dimR(J) S = dである．た
だし，AssR(J) Sは，R(J)-加群 Sの素因子全体の集合とする．
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(3) 任意の n ∈ Zに対して，

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− {e0(I)− ℓR(R/I1)}

(
n+ d− 1

d− 1

)
− ℓR(Sn)

が成り立つ．
(4) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(J)p(Sp)が成り立つ．ただし，p = mR(J)とする.
(5) S ̸= (0) とする．R(J)-加群 S がコーエン・マコーレイではないとき，等式
depthG(I) = depthR(J) S − 1が成り立つ．さらに，Sがコーエン・マコーレイR(J)-
加群であることと，depthG(I) ≥ d− 1が成り立つことが必要十分である．

このように，Sally加群とは I-admissible filtration Iと Iの節減 Jによって構成され
た次数付き加群のことである．主な役割として，Sally加群 Sのヒルベルト函数が Iの
ヒルベルト函数の補正項となることや，随伴次数環G(I)の深さ評価が可能であるなど，
Iの主要な情報を含むものであるといえる．特に，命題 1 (3)の等式

e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(J)p(Sp)

を見るに，第 1ヒルベルト係数 e1(I)が相対的に小さい値をとるようなイデアルの分
類に有効となる．実際，Corso-Polini-Rossi [1], Phuong [10]によって，等式 e1(I) =
e0(I) − ℓR(R/I) + 1を満たすような Sally加群 SJ({In})の構造解析が行われた．しか
しながら，前述の伊藤の不等式およびその先の理論に対しては，この Sally加群 Sの理
論を直接利用することは難しく，もう一工夫する必要がある．

Sally加群が登場してから間もなく，M. V. Pintoによって次のような次数付き加群が
導入された．

定義 2 ([12]). 整数 ℓ ≥ 1に対して，次数付きR(J)-加群を

C(ℓ) = C
(ℓ)
J (I) = R(I)≥ℓt

−1

IℓR(J)tℓ−1
∼=
⊕
n≥ℓ

In+1/J
n−ℓ+1Iℓ

と定め，C(ℓ)の次数付きR(J)-部分加群を

L(ℓ) = L
(ℓ)
J (I) = [C(ℓ)]ℓ · R(J)

と定める．

このとき，各整数 ℓ ≥ 1に対して，C(ℓ)もL(ℓ)も有限生成な次数付きR(J)-加群をな
し，特に，C(1) = Sとなる．さらに，整数 ℓ ≥ 1に対して，次数付きR(J)-加群として
の完全列

0→ L(ℓ) → C(ℓ) → C(ℓ+1) → 0

が成り立つ．すなわち，M. P. Pintoが導入した C(ℓ)や L(ℓ)は，Sally加群 Sの構造を
分解するような次数付き加群であるといえる．
一方で，ℓ ≥ 2のとき，C(ℓ)の構造は複雑であり，命題 1で紹介した Sally加群 Sの

ような良い性質を持つか否かは一般には不明である．これに対して，私たちの最近の研
究で，C(2)については，ある仮定の下では比較的扱い易く，本研究に対しても有効であ
ることが判明した．
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以下，C = CJ(I) = C(2)，L = LJ(I) = L(1)と定め，次数付きR(J)-加群の完全列
0→ L→ S → C → 0

に注目する．

命題 3 ([8, 9]). J ∩ I2 = JI1とする．このとき，次が正しい．

(1) AssR(J)C ⊆ {mR(J)}である．従って，C ̸= (0)ならば，dimR(J)C = dとなる．
ただし，AssR(J)Cは，R(J)-加群Cの素因子全体の集合とする．

(2) 任意の n ∈ Zに対して，

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− {e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)}

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ ℓR(I2/JI1)

(
n+ d− 2

d− 2

)
− ℓR(Cn)

が成り立つ．
(3) e1(I) = e0(I) − ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1) + ℓR(J)p(Cp)が成り立つ．ただし，p =

mR(J)とする．
(4) C ̸= (0) とする．R(J)-加群 C がコーエン・マコーレイではないとき，

depthG(I) = depthR(J)C − 1が成り立つ．さらに，Cがコーエン・マコーレイ
R(J)-加群であることと，depthG(I) ≥ d−1が成り立つことが必要十分である．

このように，J ∩ I2 = JI1という仮定の下では，次数付き加群Cも，Sと同様に，ヒ
ルベルト函数の理論，特に，第 1ヒルベルト係数に対して有効な役割を果たすものであ
るといえる．
尚，任意の n ∈ Zに対して，等式 Jn ∩ In+1 = JnIが成り立つことが，Huneke [5]と

伊藤 [6]によって証明されていることから，イデアル Iの正規化されたフィルトレーショ
ン {In}を考える上では，J ∩ I2 = JI1という仮定は自然なものであるといえる．
この命題 3の系として，次の結果が得られる．伊藤 [6]の正規化された第 1ヒルベル

ト係数 e1(I)に関する結果（第 1章にて紹介）もこれに従う．

系 4 ([2, 3, 6]). (R,m)をコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0とする．
I = {In}を I-admissible filtrationとし J ∩ I2 = JI1を仮定する．このとき，不等式

e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)

が成り立ち，さらに，次の 2条件が同値となる．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ.

このとき，d ≥ 2ならば e2(I) = ℓR(I2/JI1)であり，整数 3 ≤ i ≤ dに対して ei(I) = 0
が成り立つ．さらに，随伴次数環G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3なら
ばRees代数R(I)もコーエン・マコーレイ環となる．
さらに，次の命題も本報告の主結果において重要である．

命題 5 ([8]). 1 ≤ n ≤ dとし，J ∩ I2 = JI1とする．このとき，R(I)が Serreの条件
(Sn)を満たすならば，CもR(J)/AnnR(J)C-加群として Serreの条件 (Sn)を満たす．
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3. 主結果

これまで述べてきた通り，不等式 e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)に対して，等
式 e1(I) = e0(I) − ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)を満たすようなm-準素イデアルは良い性質を
持つことが分かっている．これに対して，等式

e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1

を満たすようなm-準素イデアル Iの構造の解明が自然な問いとして与えられる．
前節にて紹介した次数付きR(J)-加群Cの基本性質を用いることで，次の定理を与え

た．これは本報告の主結果である．ただし，C = CJ({In})とし，B = R(J)/mR(J) ∼=
(R/m)[X1, X2, . . . , Xd]は剰余体R/m上の d変数多項式環とする．

定理 6 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0
とする．このとき，次の 3条件が同値である．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1が成り立つ．
(2) ある整数m ≥ 2に対して，次数付きR(J)-加群としての同型C ∼= B(−m)が成
り立つ．

(3) ある整数m ≥ 2に対して，ℓR(Im+1/JIm) = 1であり，整数 n ≥ 3（n ̸= m+1）
に対して，In+1 = JInが成り立つ．

このとき，次の条件が従う．

(i) rJ(I) := min{r ∈ Z | 任意の n ≥ rに対して，In+1 = JIn} = m+ 1，
(ii) d ≥ 2のとき，e2(I) = ℓR(I2/JI)+mであり，3 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) =

(
m−1
2

)
，

(iii) depthG(I) ≥ d− 1，
(iv) G(I)がコーエン・マコーレイ環であることと，I3 ⊆\ J が必要十分である．

ここで，主定理（定理 6）の根幹となる (1)⇒ (2)について証明の概要を紹介する．

定理 6 (1)⇒ (2)の証明の概要. 等式 e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1が成り立
つことから，命題 3 (3)より，ℓR(J)p(Cp) = 1となる．よって，Cは多項式環B上の階
数 1の捻じれのない加群となる．さらに，R(I)は (S2)-環である (c.f.[10])ことから，命
題 5より，CはB-加群として Serreの条件 (S2)を満たす．よって，Cは多項式環B上
の階数 1の自由加群となる．以上より，次数付きR(J)-加群としての同型C ∼= B(−m)
がある整数m ≥ 2に対して成り立つ． □

主定理（定理 6）を正規イデアルの場合に適用することで，次の系が得られる．ただ
し，Iが正規イデアルであるとは，任意の n ∈ Zに対して，等式 In = Inが成り立つこ
とである．

系 7 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0
とする．Iを正規m-準素イデアルとする．このとき，次の 3条件が同値である．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I
2/JI) + 1が成り立つ．

(2) 次数付きR(J)-加群としての同型CJ({In}) ∼= B(−2)が成り立つ．
(3) ℓR(I

3/JI2) = 1であり，I4 = JI3が成り立つ．
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このとき，次の条件が従う．

(i) d ≥ 2のとき，e2(I) = ℓR(I
2/JI) + 2であり，d ≥ 3のとき，e3(I) = 1, そして

4 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) = 0が成り立つ．
(ii) depthG(I) ≥ d− 1が成り立つ．
(iii) G(I)がコーエン・マコーレイ環であることと，I3 ⊆\ J が必要十分である．
定理 6および系 7の条件を満たすようなm-準素イデアルの具体例を紹介する．これ

は，Huckaba-Hunekeによって与えられたものである．

例 8 ([4]). k は標数が 3ではない体とする．R = k[[X,Y, Z]]を体 k 上の 3変数冪級
数環とし，その極大イデアルを m = (X,Y, Z)とする．このとき，I = (X4, X(Y 3 +
Z3), Y (Y 3+Z3), Z(Y 3+Z3))+m5とすると，IはRの正規m-準素イデアルをなし，次
の条件が従う．

(1) ℓR(I
3/JI2) = 1であり，I4 = JI3が成り立つ．

(2) 次数付きR(J)-加群としての同型CJ({In}) ∼= B(−2)が成り立つ．
(3) e0(I) = 76, e1(I) = 48, e2(I) = 4, e3(I) = 1が成り立つ．
(4) depthG(I) = 2 = (dimR− 1)が成り立つ．

この例より，定理 6においてG(I)がコーエン・マコーレイとは限らないことが分かる．
本報告の終わりに，主定理の応用を幾つか紹介する．
本報告の主定理を用いることで，Coro-Polini-Rossiによる次の結果が系として得ら

れる．

系 9 ([1]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0と
する．このとき，等式 e1(I) = e0(I)−ℓR(R/I)+1が成り立つならば，depthG(I) ≥ d−1
である．

最後に，第 2ヒルベルト係数に関する応用を紹介したい．
d ≥ 2のとき，第 2ヒルベルト係数 e2(I)については，[6]より，不等式

e2(I) ≥ e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I) ≥ ℓR(I2/JI)

が従う. さらに，等式 e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)が成り立つことと，等式 e1(I)−
e0(I) + ℓR(R/I) = ℓR(I2/JI)が成り立つことが同値となり，このとき，rJ(I) ≤ 2で
あって，随伴次数環G(I)はコーエン・マコーレイ環となる．すなわち，e2(I)の下限と
して ℓR(I2/JI)が与えられていて，等式 e2(I) = ℓR(I2/JI)を満たすイデアル Iは良い
ものであることがわかる．さらに，その次の境界として，等式 e2(I) = ℓR(I2/JI) + 2
をとり得ることになる．
これに対して，次の系を与える．

系 10 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR ≥ 2

とする．このとき，e2(I) ≤ ℓR(I2/JI)+ 2ならば，depthG(I) ≥ d− 1となる．さらに，
G(I)がコーエン・マコーレイであることと，I3 ⊆\ J が必要十分条件となる．
一方で，等式 e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I) + 1を満たすようなイデアル Iの構造

研究が，本研究の共同研究者であるMasuti氏とRossi氏に加えて，H. L. Truong氏と
の共同研究として開始されていて，部分的な解答が得られている．
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FROBENIUS SUMMANDS OF GRADED RINGS

NOBUO HARA

We are motivated by a question arising from commutative algebra, asking what
kind of graded rings in characteristic p have finite F -representation type (FFRT).
In geometric setting, this is related to the problem of looking out for Frobenius
summands. Namely, given a line bundle L on a projective variety X, we want to
know how many and what kind of indecomposable direct summands appear in the
direct sum decomposition of the iterated Frobenius push-forwards F e

∗ (L
i), where e, i

are non-negative integers with 0 ≤ i ≤ pe − 1. We will consider the problem in the
following two cases.

(1) two-dimensional normal graded rings (a joint work with Ryo Ohkawa [HO])
(2) the anti-canonical ring of a quintic del Pezzo surface

After reviewing the preliminary results in Section 1, we will take a look at the
result obtained in [HO] in Section 2. Our description here is based on the Pinkham–
Demazure construction: A two-dimensional normal graded ring R is isomorphic to
the graded ring R(C,D) =

⊕
n≥0H

0(C,OC(⌊nD⌋)), where D is an ample Q-divisor
on the smooth curve C = Proj R. We introduce the invariant δ = deg(KC+D

′), the
degree of the canonical divisor of C plus the “fractional part” D′ of D. It is known
that Spec R has a log terminal singularity if and only if δ < 0, and in this case, R
has FFRT (Proposition 2.2). On the other hand, we will see in Theorem 2.3 that
if δ ≥ 0, then R has FFRT only in the exceptional cases where the characteristic p
divides a denominator of the fractional coefficient of D.

In Section 3, we introduce an attempt to looking out for Frobenius summands on
a quintic del Pezzo surface X and its anti-canonical ring R(X,−KX). Unlike case
(1) above, the present situation in this case (2) is far from satisfactory, and we have
not yet come to a conclusion whether the anti-canonical ring has FFRT or not. We
give partial results and examples on the Frobenius summands of F e

∗ (ω
−i
X ) mainly in

the cases i = 0 and i = pe−1
2

.

1. Preliminaries

Throughout this note, we work over an algebraically closed field k of characteristic
p > 0. For a noetherian commutative ring R over k, the Frobenius ring homomor-
phism sending a ∈ R to ap ∈ R will be denoted by F : R → R. For a k-scheme
X, we denote the (absolute) Frobenius morphism (idX , F ) : (X,OX)→ (X,OX) by
F : X → X and its associated ring homomorphism by F : OX → F∗OX as well.

From now on, We always assume that R is an F -finite (i.e., F : R→ R is module-
finite) integral domain. In this case, we can identify the e-times iterated Frobenius
ring homomorphism F e : R → R and the inclusion map R ↪→ R1/pe into the ring
R1/pe of pe-th roots of R, for all e = 0, 1, 2, . . .
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2 NOBUO HARA

When R is an N-graded ring R =
⊕

n≥0Rn over R0 = k, the ring R1/pe has a nat-

ural Q-grading (actually, a 1
pe
Z-grading) and the inclusion map R ↪→ R1/pe preserves

the grading. Note that the category of finitely generated Q-graded R-modules is a
Krull–Schmidt category. For each e = 0, 1, 2, . . . , we have a decomposition

R1/pe =M
(e)
1 ⊕ · · · ⊕M (e)

me
(∗)

in the category of finitely generated Q-graded R-modules with each M
(e)
i indecom-

posable.

Definition 1.1 (Smith–Van den Bergh [SVdB]). Let R be an N-graded ring over
R0 = k such that each R1/pe has a decomposition as (∗). We say that R has finite
F -representation type (FFRT) if the set

{M (e)
i | e = 0, 1, 2, . . . ; i = 1, 2, . . . ,me}/ ∼=

is finite, where ∼= denotes isomorphism of graded R-modules admitting degree shift.

Example 1.2 (rings of FFRT).

(1) Let R = k[x1, . . . , xn] be a polynomial ring. Then R has FFRT, since

R1/q = k[x
1/q
1 , . . . , x1/qn ] =

⊕
0≤i1,...,in≤q−1

Rx
i1/q
1 · · · xin/qn

∼= R⊕qn

is a free R-module for all q = pe.
(2) Two-dimensional rational double points have FFRT (Artin–Verdier [AV]).
(3) Tame quotient singularities have FFRT ([SVdB]). Namely, if R = SG is the

invariant subring of finite group G of order not divisible by p acting on a
polynomial ring S, then R has FFRT.

(4) A Cohen–Macaulay ringR is called a Frobenius sandwich if an iterated Frobe-
nius ring homomorphism of a polynomial ring S factors through R, i.e., there
exists a power q of p such that Sq ⊂ R ⊂ S. If R is a Frobenius sandwich,
then it has FFRT. For example, R = k[x, y, z]/(zp − f(x, y)) has FFRT.

Remark 1.2.1. Rings in (1), (2) have stronger property “finite representation type,”
i.e., there exist only finitely many isomorphism classes of maximal Cohen–Macaulay
R-modules. On the other hand, rings in (3), (4) do not necessarily have this property.

Remark 1.2.2. Rings in (1)–(3) are F -regular, but Frobenius sandwiches are not
F -regular in general. It seems natural to ask if F -regular implies FFRT, since this
is true in dimension ≤ 2. But this implication fails in higher dimension ([SS], [TT]).

Section rings. The first example of a two-dimensional graded ring that does not
have FFRT was found by Smith–Van den Bergh [SVdB]. Let us review their con-
struction. Let X be a smooth projective variety over k, L an ample invertible sheaf
on X and let

R = R(X,L) =
⊕
n≥0

H0(X,L⊗n)tn

be the section ring associated to (X,L), where t is a homogeneous element of degree
1. In what follows we denote the n-times tensor power L⊗n of L simply by Ln.
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For each q = pe, the 1
q
Z-graded R-module R1/q decomposes as

R1/q =
⊕
n≥0

H0(X,F e
∗ (L

n))tn/q =

q−1⊕
i=0

(R1/q)i/q mod Z,

where the graded R-modules

(R1/q)i/q mod Z =
⊕

0≤n≡ i mod q

H0(X,F e
∗ (L

n))tn/q ∼=
⊕
m≥0

H0(X,F e
∗ (L

i)⊗ Lm)

appearing as the direct summands are in one-to-one correspondence with the coher-
ent sheaves F e

∗ (L
i) on X. Thus the decomposition of (R1/q)i/q mod Z into indecom-

posable graded R-modules are described in terms of the decomposition

F e
∗ (L

i) = F (e,i)
1 ⊕ · · · ⊕ F (e,i)

me,i

of the vector bundles F e(Li) into indecomposable bundles F (e,i)
j in Coh(X).

Proposition-Definition 1.3. Let the notation be as above. Then R = R(X,L) has
FFRT if and only if the set of isomorphism classes in Coh(X),

{F (e,i)
j | e ∈ N; i = 0, 1, . . . , pe − 1; j = 1, . . . ,me,i}/∼=

is finite. In this case, the pair (X,L) is said to have globally finite F -representation
type (GFFRT).

The following proposition generalizes [SVdB, Example 3.1.7].

Proposition 1.4. Let C be a smooth projective curve over k of genus g(C) ≥ 1 and
let L be an ample invertible sheaf on C. Then the section ring R = R(C,L) does
not have FFRT.

Proof. In view of Proposition 1.3, it is sufficient to show that there appear infinitely
many isomorphism classes of indecomposable direct summands of F e

∗OC when e
ranges over all non-negative integers. This is verified case by case as follows:

Case 1: g(C) = 1. If C is an ordinary elliptic curve, then F e
∗OC splits into pe

distinct pe-torsion line bundles. If C is supersingular, then F e
∗OC is isomorphic to

Atiyah’s indecomposable vector bundle Fpe ; see [A].
Case 2: g(C) ≥ 2. In this case, the vector bundle F e

∗OC is stable and so is
indecomposable for all e ≥ 0 (Sun [Su], see also Kitadai–Sumihiro [KS], Mehta–
Pauly [MP]). �

2. FFRT property of two-dimensional graded rings

In this section, we consider the condition for two-dimensional normal graded rings
to have FFRT. Specifically, we will answer the following question:

Question (H. Brenner). Does the ring R = k[x, y, z]/(x2 + y3 + z7) have FFRT?

It is known that two-dimensional F -regular rings have FFRT. On the other hand,
due to Proposition 1.4 we could expect that a two-dimensional normal graded ring
R has FFRT only if Proj R ∼= P1; see Theorem 2.1. So, Brenner’s question is in
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a critical case, because the ring R = k[x, y, z]/(x2 + y3 + z7) is not F -regular and
Proj R ∼= P1. In this case, however, it is known that R has FFRT if p ≤ 7, since it
is a Frobenius sandwich in characteristic p = 2, 3, 7 (Shibuta [Sh]).

Pinkham–Demazure construction ([P], [D]). Let R be a two-dimensional nor-
mal graded ring over R0 = k. Then there exists an ample Q-Cartier divisor D on
C = Proj R such that

R ∼= R(C,D) =
⊕
n≥0

H0(C,OC(⌊nD⌋))tn.

Let g(C) denote the genus of the smooth projective curve C. We write

D = ⌊D⌋+
m∑
i=1

si
ri
Pi

with closed points Pi of C and coprime integers ri ≥ 2 and si. We then put

D′ :=
m∑
i=1

ri − 1

ri
Pi

and call it the fractional part of D.
We now state the main results of Hara–Ohkawa [HO]. Let the notation be as

above.

Theorem 2.1 ([HO]). If g(C) ≥ 1, then R = R(C,D) does not have FFRT.

Proposition 2.2 ([HO]). If deg(KC +D′) < 0, then R = R(C,D) has FFRT.

Remark 2.2.1. Note that deg(KC + D′) < 0 if and only if C ∼= P1, and m ≤ 2
or m = 3 and (r1, r2, r3) = (2, 2, r), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5). These are exactly the
cases where R(C,D) has a log terminal singularity.

Theorem 2.3 ([HO]). Suppose C = P1, deg(KC +D′) ≥ 0 and r1, . . . , rm are not
divisible by p. Then R = R(P1, D) does not have FFRT.

Idea of proof. In what follows, we briefly sketch the idea of the proof of the
theorems. When D is an integral divisor, then R is the section ring associated to
the line bundle L = OC(D), and we have the correspondence between the direct
summands (R1/q)i/q mod Z of R1/q and the vector bundles F e

∗ (L
i) on C as described

in Section 1. The obstruction is that we do not have this correspondence in the case
where D is not an integral divisor.

To overcome the above difficulty, we import notions from the theory of algebraic
stacks [B], [Ol]. What we will use is the orbifold curve

C = C[ r1
√
P1, . . . ,

rm
√
Pm ]

π−→ C.

This is not a scheme (if D is not integral) but is a one-dimensional root stack of
weight (r1, . . . , rm) over P1, . . . , Pm ∈ C. The orbifold curve C is something like the
“minimal covering” of C on which D becomes integral. We summarize properties of
C in the following lemma.
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Lemma 2.4. For each i = 1, . . . ,m, there is a “stacky point” Qi on C lying over Pi
satisfying the following properties.

(1) π : C→ C is an isomorphism away from Qi and Pi.
(2) Qi is a Cartier divisor on C and π∗Pi = riQi.
(3) If E is a Q-divisor on C such that π∗E is integral, then

π∗OC(π
∗E) ∼= OC(⌊E⌋) and R1π∗OC(π

∗E) = 0.

(4) C has a dualizing sheaf

ωC
∼= π∗ωC ⊗OC(

m∑
i=1

(ri − 1)Qi).

It follows from the lemma that π∗D is an integral Cartier divisor on C and if we
denote L = OC(π

∗D), then

H0(C,L⊗n) ∼= H0(C,OC(⌊nD⌋))
for all n ∈ Z. Thus

R = R(C,D) ∼= R(C,L)
is the section ring associated to the line bundle L on C.

Corollary 2.5. R = R(C,D) has FFRT if and only if (C,L) has GFFRT in the
same sense as in Proposition-Definition 1.3.

Now let δC = degωC. Then δC = deg(KC +D′) by Lemma 2.4 (4). If δC < 0, then
(C,L) has GFFRT by [CB, Theorem 1], from which Proposition 2.2 follows.

To prove that R does not have FFRT in Theorems 2.1 and 2.3, it is sufficient
to show that infinitely many indecomposable summands appear in F e

∗OC, when e
ranges over all non-negative integers. In case g(C) ≥ 1 (Theorem 2.1), this follows
as in the proof of Proposition 1.4, since π∗F

e
∗OC

∼= F e
∗OC by Lemma 2.4 (3).

The proof of our Main Theorem 2.3 is again due to case-by-case verification.

Case δC = 0. In this case, it follows that m = 3 or 4 and the weight (r1, . . . , rm)
ordered as r1 ≤ · · · ≤ rm = r is either one of the following: (2, 3, 6), (2, 4, 4), (3, 3, 3),
(2, 2, 2, 2). We have a separable r-fold covering f : E → C = P1 from an elliptic
curve E with assigned ramification indexes (r1, . . . , rm). It factors through C as

f : E
φ−→ C

π−→ C,

with φ unramified. We can use the unramified morphism φ : E → C to prove the
following; see [HO] for details.

(1) If E is supersingular, then φ∗F e
∗OC is isomorphic to the Atiyah’s indecom-

posable bundle Fpe of rank pe and degree zero [A]. Hence F e
∗OC itself is

indecomposable.
(2) If E is ordinary, then p ≡ 1 (mod r) and there are exactly s = pe−1

r
equiva-

lence classes of non-trivial pe-torsion line bundles on E with respect to the
action of Gal(E/C). If L1, . . . , Ls are complete representatives thereof, then

F e
∗OC

∼= OC ⊕ φ∗L1 ⊕ · · · ⊕ φ∗Ls,

where φ∗L1, · · · , φ∗Ls are non-isomorphic indecomposable r-bundles on C.
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Case δC > 0. In this case, we have the following theorem, which follows similarly
as in the case of smooth projective curves of genus g ≥ 2 [Su, Theorem 2.2].

Theorem 2.6. If δC > 0 and r1, . . . , rm are not divisible by p, then F e
∗OC is stable

and so indecomposable for all e ≥ 0.

Example 2.7. Let R = k[x, y, z]/(x2 + y3 + z7), the ring in Brenner’s question.
This is not a rational singularity but Proj R ∼= P1 and R ∼= R(P1, D) for a Q-divisor
D = 1

2
(∞)− 1

3
(0)− 1

7
(1) on P1. By Theorem 2.3, R does not have FFRT if p ̸= 2, 3, 7.

Example 2.8. Let R = R(P1, D) for a Q-divisor D = 1
3
(∞) + 1

3
(0) − 1

3
(1) on P1.

This is a rational log canonical singularity but not log terminal. The ring R does not
have FFRT if and only if p ̸= 3. In the exceptional case when p = 3, the weighted
projective line C of weight (3, 3, 3) is a Frobenius sandwich.

3. The anticanonical ring of the quintic Del Pezzo surface

The FFRT problem for graded rings is wide open yet in higher dimension (i.e.,
dimR ≥ 3). We do not know even the answer to the following question.

Question. Let X be the smooth quintic del Pezzo surface in characteristic p > 0
with anticanonical bundle L = ω−1

X . Does the section ring R(X,−KX) = R(X,L)
have FFRT?

The setup in the question above is considered one of the simplest non-trivial cases
because of the following reasons:

(1) Del Pezzo surfaces of degree K2 ≥ 6 are toric surfaces. In this case, the
Frobenius push-forward of any line bundle splits into line bundles [To], and
it is easy to see that the anticanonical ring has FFRT.

(2) In order to prove that R(X,L) is FFRT, one has to know the decomposition
of F e

∗ (L
i) for all i with 0 ≤ i ≤ pe−1. However, when L = ω−1

X , it is enough to

consider 0 ≤ i ≤ pe−1
2

, since F e
∗ (L

i) is dual to F e
∗ (ω

1−pe
X ⊗L−i) = F e

∗ (L
pe−1−i).

In this section, we will study the structure of F e
∗ (L

i) mainly in the extremal cases
i = 0 and i = pe−1

2
. Since the quintic del Pezzo surface X is obtained by blowing

up the projective plane P2 at four points in general position, we work under the
following notation throughout this section.

Notation. Let π : X → P2 be the blow-up at four points P1, P2, P3, P4 ∈ P2 in
general position. Let H be a line in P2 and Ei = π−1(Pi) the exceptional curve over
Pi. Also let E = E1 + E2 + E3 + E4.

Theorem 3.1 (case i = 0 [H]). Any indecomposable direct summand of F e
∗OX

(e = 1, 2, . . . ) coincides with one of the following vector bundles of rank ≤ 3.

(1) line bundles OX , L0 = OX(E−2π∗H) and Li = OX(Ei−π∗H), i = 1, 2, 3, 4;
(2) an indecomposable rank two bundle G given by a unique non-trivial extension

0→ OX(−π∗H)→ G → L0 → 0;

(3) an indecomposable rank three bundle B given by a non-trivial extension

0→ L1 ⊕ L2 → B → OX(E3 + E4 − π∗H)→ 0.
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Furthermore, for any power q = pe of p with e ≥ 1 one has

F e
∗OX ∼= OX ⊕

4⊕
i=0

L
⊕(q−2)
i ⊕ B ⊕ G⊕

(q−2)(q−3)
2

Case i = pe−1
2

. Let L = ω−1
X and assume that the characteristic p is an odd prime.

We consider the decomposition of F e
∗ (L

i) in the other extremal case, i.e., i = pe−1
2

.

Let q = pe for e = 0, 1, 2, . . . Note that the vector bundle F e
∗ (L

q−1
2 ) is self-dual.

We begin with constructing the L-stable bundle F of rank three which is supposed

to be a unique non-trivial indecomposable summand of F e
∗ (L

q−1
2 ). We require F to

sit in an exact sequence

0→ G(2π∗H − E)→ F → OX(E − π∗H)→ 0,

where G is the rank two bundle given in Theorem 3.1 (2). To identify the isomor-
phism class of F , we also need the following splitting condition: For i = 1, 2, 3, 4,
the restriction of F to Ui = X \ Ei splits into line bundles as

F|Ui
∼= OUi

(π∗H − E)⊕OUi
⊕OUi

(E − π∗H).(⋆)

We fix an open covering X = U ∪ V with U = X \ E4, V = X \ E1 and let

FU = OU(π∗H − E)⊕OU ⊕OU(E − π∗H),

FV = OV (π∗H − E)⊕OV ⊕OV (E − π∗H).

Then F is given by gluing FU and FV via an isomorphism φUV : FU |U∩V → FV |U∩V
corresponding to a transition matrix

Tα,β,γ =

 1 α γ
0 1 β
0 0 1


with α, β, γ ∈ k.
Proposition 3.2. Let Fα,β,γ denote the vector bundle given by gluing FU and FV
with the transition matrix Tα,β,γ.

(1) Fα,β,γ satisfies condition (⋆) for i = 1, 2, 3, 4 if and only if αβ = 2γ.
(2) If F is an indecomposable bundle satisfying condition (⋆) for i = 1, 2, 3, 4,

then F ∼= F1,1,1/2.

Conjecture 3.3. Assume that p is an odd prime and let q = pe for e = 0, 1, 2, . . .

(1) The rank of the maximal free summand of F e
∗ (L

q−1
2 ) is h0(L

q−1
2 ) = 5q2+3

8
.

(2) F e
∗ (L

q−1
2 ) ∼= O⊕ 5q2+3

8
X ⊕ (F1,1,1/2)

⊕ q2−1
8 .

Proposition 3.4. Conjecture 3.3 (1) implies Conjecture 3.3 (2).

Proof. If Conjecture 3.3 (1) is true, then F e
∗ (L

q−1
2 ) ∼= O⊕ 5q2+3

8
X ⊕E for a vector bundle

E of rank 3n, where n = (q2 − 1)/8. It follows that E is obtained by gluing

EU = OU(π∗H − E)⊕n ⊕O⊕n
U ⊕OU(E − π

∗H)⊕n,

EV = OV (π∗H − E)⊕n ⊕O⊕n
V ⊕OV (E − π

∗H)⊕n
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with the transition matrix  In A Γ
O In B
O O In

 .
Here we note that E|Ui

splits into line bundles for each i = 1, 2, 3, 4, since Ui = X \Ei
is isomorphic to an open set of the sextic del Pezzo surface, which is toric. As in
Proposition 3.2, this splitting condition implies that AB = 2Γ. On the other hand,
we see that the line bundlesOX(E−π∗H) andOX(π∗H−E) are not direct summands

of F e
∗ (L

q−1
2 ) (and hence of E). This implies that rankA = rankB = n. Then the

transition matrix is transformed under elementary transformations within row and
column blocks to  In In

1
2
In

O In In
O O In

 = T⊕n
1,1,1/2.

It follows that E ∼= (F1,1,1/2)
⊕n. �

Remark 3.4.1. Conjecture 3.3 (1) holds if and only if the natural pairing

Hom(OX , L
q−1
2 )× Hom(L

q−1
2 ,OX)→ Hom(OX ,OX)

is a perfect paring. Choosing appropriate affine coordinates x, y on P2, we can

identify Hom(OX , L
q−1
2 ) ∼= Hom(L

q−1
2 ,OX) ∼= H0(X,L

q−1
2 ) with a subspace of V =⟨

xiyj | 0 ≤ i, j ≤ q − 1 and q−1
2
≤ i+ j ≤ 3q−3

2

⟩
. Then the pairing above is identified

with the pairing

⟨ , ⟩ : H0(X,L
q−1
2 )×H0(X,L

q−1
2 )→ k

given by

⟨ϕ, ψ⟩ = the coefficient of the product ϕψ in (xy)q−1

for ϕ, ψ ∈ H0(X,L
q−1
2 ) ⊂ V . Taking this into account, we can rephrase Conjecture

3.3 (1) into the assertion that a certain q2−1
8
× q2−1

8
matrix is invertible mod p.

M. Tano has implemented a computer program to examine this assertion and verified
that it is true up to pe < 100.

Finally, we shall take a look at examples which we hope illustrate the behavior of
the single Frobenius push-forwards F∗(L

i) for all i in the range 0 ≤ i ≤ p−1
2
. In the

following, we put Mi,j = OX(Ei + Ej − π∗H) for 1 ≤ i < j ≤ 4.

Example 3.5 (p = 5).

F∗OX ∼= OX ⊕
4⊕
i=0

L⊕3
i ⊕ B ⊕ G⊕3,

F∗L ∼= O⊕6
X ⊕

4⊕
i=1

OX(−Ei)⊕
⊕

(i,j)=(1,2),(1,3),(1,4),
(2,3),(2,4),(3,4)

Mi,j ⊕ B⊕3,

F∗(L
2) ∼= O⊕16

X ⊕F⊕3
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Example 3.6 (p = 7).

F∗OX ∼= OX ⊕
4⊕
i=0

L⊕5
i ⊕ B ⊕ G⊕10,

F∗L ∼= O⊕6
X ⊕

4⊕
i=0

L⊕3
i ⊕

4⊕
i=1

OX(−Ei)⊕
⊕

(i,j)=(1,2),(1,3),(1,4),
(2,3),(2,4),(3,4)

Mi,j ⊕ B⊕6,

F∗(L
2) ∼= O⊕16

X ⊕
4⊕
i=1

OX(−Ei)⊕3 ⊕
⊕

(i,j)=(1,2),(1,3),(1,4),
(2,3),(2,4),(3,4)

M⊕3
i,j ⊕ B,

F∗(L
3) ∼= O⊕31

X ⊕F⊕6.
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