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Pallets of quandles and coloring
invariants of spatial graphs
大城　佳奈子 (日本女子大学)∗

概 要
本稿では, カンドルのパレットを導入し, 空間グラフの不変量を与え

る. また, 二面体カンドルのパレットについて得られた結果を紹介する.
その結果は, 空間グラフ射影図に対して与えられる Fox 彩色のすべて
の適切な頂点彩色条件を決定したことを意味する.

1. 空間グラフ
空間グラフ (spatial graph)とは 3 次元空間 R3 (または, 3 次元球面 S4)内に埋め
込まれた有限グラフのことをいう. 2 つの空間グラフ G1, G2 が同値であるとは,

f(G1) = G2 となる向きを保存する同相写像 f : R3 → R3 が存在するときをいう.

空間グラフを平面上に 2 重点のみを持つように射影し, 各交点に射影前の上下
の情報を加えた図を射影図という. 射影図内でグラフの各辺は上下の情報により
幾つかの成分に分割されるが, 各々の成分を arc と呼ぶ. 射影図を各交点周りで
局所的に見たとき, 各交点周りには 3 つの arc が現れる. その中で射影前の上下
の情報が一番上である arc を over-arc, 残りの arc を under-arc と呼ぶ.

図 1 の空間グラフ射影図に対する局所変形は R-変形とよばれ, 次のことが知
られている: 2 つの空間グラフ G1, G2 が同値である必要十分条件は, G1 と G2

の射影図が R-変形を有限回使って互いに移りあうことである.

R1 R1 R2 R3

R4 R4
R5 R5

図 1: R-変形

2. カンドルとカンドルのパレット
カンドルとは 1982年に D. Joyce [5] と S. Matveev [6] によって独立に定義され
た代数系であり, その演算は結び目のライデマイスター変形に対応している.

キーワード：空間グラフ (spatial graph), カンドル (quandle), 二面体カンドル (dihedral quandle),
パレット (pallet), 彩色 (coloring), Fox 彩色 (Fox coloring)
∗ e-mail: ooshirok@fc.jwu.ac.jp
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定義 2.1 集合 X がカンドル (quandle)であるとは, 二項演算 ∗ : X ×X → X が
指定されていて, 次の性質を満たすときをいう.

(1) 任意の a ∈ X に対し, a ∗ a = a．

(2) 任意の a ∈ X に対し, 写像 Sa : X → X, x %→ x ∗ a が全単射である.

(3) 任意の a, b, c ∈ X に対し，(a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c).

元 a ∈ X に対する (2)で与えられた写像 Sa を aによる対称変換という. すべての
元での対称変換が対合になっているようなカンドルは対合的カンドル (involutory

quandle)(または 圭 (kei))と呼ばれる.

例 2.2 X を任意の集合とする. 演算 ∗ を a ∗ b = a と定めればカンドル演算とな
る. このような自明な演算を持つカンドルを自明カンドル (trivial quandle)と呼
ぶ. これは対合的カンドルである.

例 2.3 X を集合 Z/pZ = {0, 1, . . . , p− 1} (p ≥ 3) とし，演算 ∗ を a ∗ b = 2b− a

で定めるとカンドルになる. これを位数が pの２面体カンドル (dihedral quandle)

といい, Rp で表す. これもまた対合的カンドルになる.

X をカンドルとする. X の元 a ∈ X に対し, a とその対称変換 Sa の対 (a, Sa)

を a+1 で, a とその対称変換の逆写像 S−1
a の対 (a, S−1

a ) を a−1 で書き表す. その
ようなカンドルの元と写像の対をすべて集めてきた集合を SX とおく:

SX = {aε | a ∈ X, ε ∈ {−1,+1}}.

注意 2.4 X が対合的カンドルであるときは, すべての元での対称変換は対合に
なっている. ゆえにすべての元 a ∈ X で a+1 = a−1 が成り立ち,

SX = {a+1 | a ∈ X}

となる. 本稿では, 対合的カンドルを扱う場合, 上付きの符号 +1 は省略する.

定義 2.5 集合 ∪n∈Z+(SX)nの部分集合 P がカンドル X のパレットであるとは次
の性質を満たすときをいう.

(P1) 任意の (aε11 , · · · , aεnn ) ∈ P に対し,

(aε22 , · · · , aεnn , aε11 ) ∈ P.

(P2) 任意の (aε11 , · · · , aεnn ) ∈ P に対し,

Sεn
an ◦ · · · ◦ Sε1

a1 = id.
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(P3) 任意の (aε11 , · · · , aεnn ) ∈ P と任意の x ∈ X に対し,

(Sx(a1)
ε1 , · · · , Sx(an)

εn) ∈ P かつ (S−1
x (a1)

ε1 , · · · , S−1
x (an)

εn) ∈ P,

(P4) 任意の (aε11 , · · · , aεnn ) ∈ P に対し,

(aε22 , S
ε2
a2(a1)

ε1 , aε33 , · · · , aεnn ) ∈ P かつ (S−ε1
a1 (a2)

ε2 , aε11 , a
ε3
3 , · · · , aεnn ) ∈ P.

特に, (SX)n の空でない部分集合となるパレットを X のn-パレットと呼ぶ.

例 2.6 任意の正整数 n に対し, 集合

Un = {(aε11 , · · · , aεnn ) ∈ (SX)
n | Sεn

an ◦ · · · ◦ Sε1
a1 = id}

はカンドル X のパレットになる. これを universal n-パレット と呼ぶ. 集合

U = ∪n∈Z+Un.

はX のすべてのパレットを部分集合として含むパレットである. これをuniversal

パレットと呼ぶ.

例 2.7 X を対合的カンドルとする. 任意の正整数 n に対し, 集合

Cn = {(a1, . . . , an) ∈ (SX)
n | Sεn

an ◦ · · · ◦ Sε1
a1 = idかつa1 = · · · = an}

はカンドル X のパレットになる. これをclassical n-パレットと呼ぶ. 集合

C = ∪n∈Z+Cn.

もパレットであり, これをclassical パレットと呼ぶ.

3. パレット付きカンドル彩色
X をカンドル, P を X のパレットとする. D を向き付けられた空間グラフ射影
図とする.

定義 3.1 D の (X,P )-彩色とは D の各 arc に対する X の元の割り当てであり,

各交点と各頂点の周りで次の条件を満たすものをいう.

• 交点 c において, eo を over-arc, er を eo の向きに沿って見たとき右側に位
置する under-arc, el を左側に位置する under-arc とする. 3 本の arc eo, er,

el に割り当てられた X の元をそれぞれ a1, a2, a3 とすると, a2 ∗ a1 = a3 が
成り立つ (Figure 2).
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・・・
a a a a1 2 n-1 n

v

a a a1 2 n( )・・・, , , ∈ P

a1

a2 a3

c

a2 =a3
-1 +1 -1

a1*

図 2: 彩色条件

• n 価頂点 v において, v の近傍に現れる一つの arc を勝手に選び, e1 とおく.

e1 から v の周りを時計回りに進み, 順番に現れてくる arc を, e1, e2, . . . , en
と順序付けて表す. n 本の arc e1, . . . , en に割り当てられた X の元をそれ
ぞれ a1, . . . , an とすると,

(aε11 , . . . , a
εn
n ) ∈ P

が成り立つ. ただし, 各 arc ei (i = 1, . . . , n) において, ei の向きが頂点 v に
向かう方向であるとき εi = +1, そうでないとき εi = −1 とする (Figure 2).

D の (X,P )-彩色の集合を Col(X,P )(D) と表す.

命題 3.2 ２つの射影図 D と D′ が同値な向き付けられた空間グラフを表すなら,

Col(X,P )(D) と Col(X,P )(D′) の間に全単射が存在する. ゆえに, D の (X,P )-彩色
数 "Col(X,P )(D) は向き付けられた空間グラフの不変量になる.

パレットの条件 (P1) は “頂点周りでの彩色条件が満たされているかどうかは
最初に選ぶ arc に依存しない”ということを保証する条件である.

(P1) (aε11 , . . . , a
εn
n ) ∈ P ⇒ (aε22 , . . . , a

εn
n , aε11 ) ∈ P.

・・・
a a a a1 2 n-1 n

a a a a1 2 n-1 n
+1-1 +1-1(　　　　　　　　　　　　　　), , ,,・・・ ∈ P

・・・
a a a a1 2 n-1 n

aa a 12 n
+1 -1+1(　　　　　　　　　　　　　　),, ,・・・ ∈ P

パレットの条件 (P2), (P3), (P4) は空間グラフ射影図のR4 または R5-変形に対
応する条件になっている. つまり, それぞれのR-変形一回で移りあう 2 つの射影
図 D と D′ に対し, Col(X,P )(D) と Col(X,P )(D′) の間の全単射を与える.

(P2) (aε11 , . . . , a
εn
n ) ∈ P ⇒ Sεn

an ◦ · · · ◦ Sε1
a1 = id.
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・・・

a

a a a

1

2 n-1 n
・・・

a a a a1 2 n-1 n

x

x

S
-1
(x)○

aｎS
+1
○・・・ =x

a1

(P3) (aε11 , . . . , a
εn
n ) ∈ P ⇒ ∀x ∈ X, ε ∈ {±1}, (Sε

x(a1)
ε1 , . . . , Sε

x(an)
εn) ∈ P.

・・・
a a a2 n-1 n

x

a1
・・・

a a a2 n-1 n

x

a1

a a a1 2 n
+1-1 +1(　　　　　　　　　　　　　　), , ,・・・ ∈ P (　　　　　　　　　　　　　　)∈ PxS

-1
a1(　) xS

-1
an(　), ,・・・

-1-1

(P4) (aε11 , . . . , a
εn
n ) ∈ P ⇒ (aε22 , S

ε2
a2(a1)

ε1 , aε33 , · · · , aεnn ) ∈ P かつ

(S−ε1
a1 (a2)ε2 , a

ε1
1 , a

ε3
3 , · · · , aεnn ) ∈ P.

・・・
a a a2 n-1 na1

a a a1 2 n
+1-1 +1(　　　　　　　　　　　　　　), , ,・・・ ∈ P

・・・
a a a2 n-1 na1

a a2 n
+1 +1(　　　　　　　　　　　　　　), ,・・・ ∈ PS

+1
a1(　)

-1

a2,

X が対合的カンドルであるとき, 有向空間グラフ G の不変量 Col(X,P )(G) の値
は G の向きに依存しない. ゆえに, 対合的カンドルを使うと彩色数は向き付けら
れていない空間グラフの不変量となる.

・・ ・・

G G’

図 3: 彩色

例 3.3 G と G′ を図 3 で与えられた空間グラフとする. これらが同値でないこと
は, 位数 3 の二面体カンドル R3 と次のパレット P を使って言うことが出来る.
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P = P4 ∪ P6. ただし,

P4 = {(0, 0, 1, 1), (0, 0, 2, 2), (0, 1, 0, 2), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 2, 1),
(0, 2, 0, 1), (0, 2, 1, 2), (0, 2, 2, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 2),

(1, 0, 2, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 2, 2), (1, 2, 0, 2), (1, 2, 1, 0),

(1, 2, 2, 1), (2, 0, 0, 2), (2, 0, 1, 0), (2, 0, 2, 1), (2, 1, 0, 1)

(2, 1, 1, 2), (2, 1, 2, 0), (2, 2, 0, 0), (2, 2, 1, 1)}

かつ P6 = {(a, a, a, a, a, a) | a ∈ {0, 1, 2}}.

図 4の G の射影図 D は a, b にどの様に X の元を代入しても, a ,= b である限
り (X,P )-彩色の彩色条件を満たしている. ゆえに, "Col(X,P )(G) = 6 が成り立つ.

一方, G′ の射影図 D′ については, 頂点周りでの彩色条件を満たすように各 arc

にどの様に X の元を割り当てても, 彩色条件を満たさない交点を持つ. ゆえに,

"Col(X,P )(G′) = 0 が成り立つ. よって, G と G′ は同値でないことが言える. 　

・・
a

a
a

a

×
・・

b

b

a

a

a

a

a

b
c

D D’

図 4: 彩色

パレットを取り換えると状況は変わり得る. 例えば, パレット P を classical

パレットに取り換えると G と G′ における (X,P )-彩色数は同じになる. よって
classical パレットでは G と G′ を区別することが出来ない. 一方, P を universal

パレットに取り換えると G と G′ は彩色数で区別される. しかし, その計算は複
雑になる. この様に, 適切なパレットを選ぶことで計算をより単純化させること
も可能である.

4. Fox 彩色
絡み目の射影図に対して Fox彩色 [1, 2, 3]と呼ばれるものが定義されている. Fox

p-彩色とは, 絡み目射影図の各 arc に対する Z/pZ の元の割り当てであり, 各交
点周りで図 5の様な彩色条件を満たすものをいう.

Fox 彩色は偶数価数の頂点しか持たない空間グラフの射影図に対する彩色とし
て拡張され, 研究が行われた. Ishii-Yasuhara [4] は頂点での彩色条件を次の様に
与えた. n 価頂点の周りの各 arc に割り当てられた Z/pZ の元を a1, . . . , an とす
る (図 6). 頂点での彩色条件は a1 = a2 = · · · = an を満たすことである. これは
位数 p の二面体カンドル Rp とその classical パレットを使った空間グラフの彩色
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a

b

c a+c=b

図 5: Fox 彩色

・・・
a

a a
a


 n-1

n

図 6: Fox 彩色

に一致する. 一方, 頂点での彩色条件を a1 − a2 + · · ·− an = 0 で与えた Fox 彩色
についても研究された. これは, 二面体カンドル Rp とパレット

P =
{
(a1, . . . , an) ∈

⋃

n∈2Z+

(SRp)
n | a1 − a2 + · · ·− an = 0

}

を使った彩色に一致する. この様に, 空間グラフの射影図に対する Fox 彩色は二
面体カンドルとそのパレットを使った彩色として解釈され, パレットは頂点周り
の彩色条件を与えている.

5. 二面体カンドルのパレット
この章では二面体カンドル Rp の n-パレットについて得られた結果を紹介する.

これは Fox-彩色における n価頂点周りの彩色条件について得られた結果でもある.

n を正整数, p を 3 以上の整数とする. Rp の各成分は代表元 0, . . . , p− 1 で表
されていたことに注意する.

定理 5.1 (i) n が奇数のとき, Rp の n-パレットは存在しない.

(ii) n が偶数のとき, Rp の n-パレット全体の集合は, 集合 V の空でない部分集
合のすべての元の和集合からなる集合族に等しい:

{Rp の n-パレット} =
{ ⋃

w∈W

w | W ⊂ V,W ,= ∅
}

ただし, 集合 V は次で与えられる.

(1) n = 2 かつ p が奇数のとき,

V =
{
{(a, a) | a ∈ Rp}

}
.
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n = 2 かつ p が偶数で p/2 が奇数であるとき,

V =
{

{(a, a) | a ∈ Rp, a ≡ 0 (mod 2)},
{(a, a) | a ∈ Rp, a ≡ 1 (mod 2)},
{(a, a+ p

2) | a ∈ Rp}
}
.

n = 2 かつ p と p/2 が共に偶数であるとき,

V =
{

{(a, a) | a ∈ Rp, a ≡ 0 (mod 2)},
{(a, a) | a ∈ Rp, a ≡ 1 (mod 2)},
{(a, a+ p

2) | a ∈ Rp, a ≡ 0 (mod 2)},
{(a, a+ p

2) | a ∈ Rp, a ≡ 1 (mod 2)}
}
.

(2) n が 4 以上の偶数で, p が奇数であるとき,

V = {ηk | k ∈ {1, · · · , p}, k|p}.

ただし, ηk = {a ∈ Rn
p | ϕn,p(a) = k,κn,p(a) = 0}.

(3) n が 4 以上の偶数で, p が 偶数であるとき,

V =

{
αk,κ,µ k ∈ {1, · · · , p}, k|p, k ≡ 1 (mod 2); κ ∈ {0, p2};

−n < µ < n, µ ≡ 0 (mod 2), n−|µ|
2 ≡ κ (mod 2)

}

∪
{

βk,ε k ∈ {1, · · · , p}, k|p, k ≡ 0 (mod 2), p
k ≡ 1 (mod 2); ε ∈ {0, 1}

}

∪
{

γk,κ,µ,ε k ∈ {1, · · · , p}, k|p, k ≡ p
k ≡ 0 (mod 2); κ ∈ {0, p2};

0 ≤ µ < n, µ ≡ 0 (mod 2), n−µ
2 ≡ κ

k (mod 2); ε ∈ {0, 1}

}
.

ただし,

αk,κ,µ = {a ∈ Rn
p | ϕn,p(a) = k,κn,p(a) = κ, µn,p(a) = µ},

βk,ε = {a ∈ Rn
p | ϕn,p(a) = k,κn,p(a) = 0, εn,p,k(a) = ε},

γk,κ,µ,ε =
{

a ∈ Rn
p ϕn,p(a) = k,κn,p(a) = κ, µn,p,k(a) = µ, εn,p,k(a) = ε

}
.

写像 ϕn,p, κn,p, µn,p, µn,p,k , εn,p,k については以下で定義を与える. 任意の a ∈ Rn
p

に対し, ai で a の第 i 成分を表す. すなわち, a = (a1, · · · , an).

• ϕn,p は a ∈ Rn
p の成分をすべて含む Rp の部分カンドルで最小のものの位

数を表すものである. 正確には, p/ϕn,p(a) で最小の部分カンドルの位数を
与える.

ϕn,p : R
n
p → {1, · · · , p}, a %→ max{k | k|p, a1 ≡ · · · ≡ an (mod k)}.

上 正明
8
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• κn,p は a ∈ Rn
p の成分の交代和を与える写像である.

κn,p : R
n
p → Zp, a %→

n∑

i=1

(−1)iai.

• µn,p は a ∈ Rn
p の成分の中で偶数成分と奇数成分の数の差を与える写像で

ある.

µn,p : R
n
p → Z, a %→ E(a)−O(a).

ただし,

E(a) = "{i ∈ {1, · · · , n} | ai ≡ 0 (mod 2)},

O(a) = "{i ∈ {1, · · · , n} | ai ≡ 1 (mod 2)}.

k ∈ {1, . . . , p} を p の偶数因数とし, Sk = {a ∈ Rn
p | ϕn,p(a) = k} とする.

• µn,p,k は a ∈ Sk の成分をすべて含む最小の部分カンドル Rn
p/k の中の元と

して, 写像 µn,p/k による値をとり, その絶対値を与える写像である.

µn,p,k : Sk → Z, µn,p,k(a) =
∣∣∣µn, pk

(
0,

a2 − a1
k

, · · · , an − a1
k

)∣∣∣

• εn,p,k は a ∈ Sk の各成分の偶奇を与える写像である.

εn,p,k : Sk → {0, 1}, εn,p,k(a) =
{

0 (a1 ≡ · · · ≡ an ≡ 0 (mod 2)),

1 (a1 ≡ · · · ≡ an ≡ 1 (mod 2)).

定理より, n が 4 以上の偶数で, p が奇数であるとき, Rp のn-パレットは p の
因数全体の集合から空でない部分集合を選ぶことで与えられる. ゆえに, 次のこ
とが言える.

系 5.2 n を 4 以上の偶数, p を奇数とする. Rp の n-パレットの個数は 2t − 1 個
である. ただし, t は p の因数の数を表す.

特に, p が素数であるとき, ちょうど 3 個の n-パレットが存在する. 一つは
universal n-パレット Un, 二つ目は classical n-パレット Cn, 三つ目は universal n-

パレットと classical n-パレットの差集合 Un \ Cn である.
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結び目，絡み目及び空間グラフの準射影図
とその応用について

花木 良（奈良教育大学教育学部）

1 はじめに
この章では，基本的な定義，射影像に関する研究，準射影図の研究について紹
介する．

1.1 定義
有限グラフをGとし，自然に位相空間と考える．Gから 3次元球面 S3への埋
め込みを，Gの空間埋め込み〔spatial embedding〕といい，その像を空間グラ
フ〔spatial graph〕という．特に，Gが一つの円周と同相のとき，その像を結
び目，Gがいくつかの円周と同相のとき，その像を絡み目という．空間グラフ G
と G ′が同値〔equivalent〕であるとは，h(G) = G ′となる S3上の向きを保存す
る自己同相写像 hが存在するときをいう．空間グラフ Gが自明〔trivial〕である
とは，S3の部分空間 S2（2次元球面）上にある Gと同値な空間グラフ G ′が存在
するときをいう．グラフGが平面的〔planar〕であるとは，Gから S2への埋め
込みが存在するときをいう．したがって，グラフGが自明な空間グラフをもつた
めの必要十分条件は，Gが平面的であることになる．
Gから S2への連続写像 ϕがGの射影〔projection〕であるとは，ϕの多重点
が有限個の辺の横断的な二重点のみのときをいう．このとき，射影の像を射影像
〔projection〕といい，P = ϕ(G)で表す．
射影図〔diagram〕Dとは，各二重点に上下の情報を与えた射影像 P をいう．
このとき，DはP から得られたといい，射影図は一意的に空間グラフGを表現し
ている．このとき，P は Gの射影像であるという．本稿では，上下の情報の入っ
た二重点を交点〔crossing〕と呼び，上下の情報の入っていない二重点を前交点
〔pre-crossing〕と呼ぶ．射影図は交点をもつが，前交点をもたない．

1.2 結び目，絡み目の射影像の研究
この節では，向きの付いていない結び目と絡み目を考える．µ成分の絡み目の
集合を Lµとする．特に L1は結び目の集合である．絡み目 Lの射影像の集合を
PROJ(L)と表す．L1, L2 ∈ Lµに対して，谷山公規氏は，PROJ(L1) ⊃ PROJ(L2)

のとき，L1は L2より小さい（L1 ≤ L2）と定義し，考察した [14, 15]．
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命題 1 [14] 各µに対して，(Lµ,≥)は前順序である．つまり，任意のL1, L2, L3 ∈
Lµに対して，次の (1)と (2)が成り立つ．
(1) L1 ≥ L1 （反射律）
(2) L1 ≥ L2かつ L2 ≥ L3ならば，L1 ≥ L3 （推移律）

そして，谷山氏は結び目に関して図 1のようなハッセ図を得た [14]．同様にし
て，谷山氏は絡み目について考察した [15]．このハッセ図は，どんな結び目のど
んな射影図も交差交換（交点の上下の情報を入れかえる）を行えば，自明な結び
目を表す射影図にできること，非自明な結び目のどんな射影図も交差交換（交点
の上下の情報を入れかえる）を行えば，31を表す射影図にできることを意味して
いる．

31

41

5152

61

71

62 63

図 1:

結び目の不変量に関して，次が成り立つ．

命題 2 [14] L1, L2を µ成分絡み目とする．L1 ≤ L2ならば，

c(L1) ≤ c(L2), br(L1) ≤ br(L2), b(L1) ≤ b(L2)

が成り立つ．ここで，c(L), br(L)と b(L)は，絡み目の最小交点数，橋指数，組紐
指数である．

そして，この研究は，正結び目の研究 [11]などに応用されている．
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1.3 空間グラフの射影像の研究
空間グラフの射影像の研究に関しては盛んになされている．ここでは，準射影
図の研究に大きな影響を与えた研究を紹介する．
射影像が自明〔trivial〕であるとは，射影像から得られるどの射影図も自明な
空間グラフを表しているときをいう．逆に，射影像が非自明〔knotted〕である
[16]とは，射影像から得られるどの射影図も非自明な空間グラフを表していると
きをいう．任意の絡み目の射影図に対して，交差交換をすることで自明な絡み目
を表す射影図が得られるので，いくつかの円周（結び目，絡み目）の射影像は非
自明になることは決してない．しかし，グラフの射影像では非自明になることが
あることを，谷山氏は示した [16]．例えば，正八面体グラフは非自明な射影像を
もつ（図 2）．現在のところ，非自明な射影像をもつグラフの特徴づけは未解決
である．

正八面体グラフ P

図 2: 正八面体グラフと非自明な射影像

さらに，次のような射影像の研究がなされている．Huh氏と谷山氏は，ラベル
付きのグラフとして射影像から得られるどの射影図も同値な空間グラフを表して
いるとき，射影像は特定可能〔identifiable〕であると定義し，考察を行った [7]．
[9]では，特定可能な射影像は自明な射影像であることが示されている．一方，新
國亮氏は，ラベル付きのグラフとして射影像から得られるどの射影図も互いに同
値でない空間グラフを表しているとき，その射影像を完全区別可能〔completely

distinguishable〕であると定義した [10]．例えば，図 2の非自明な射影像は完
全区別可能な射影像である．また，完全グラフなどは完全区別可能な射影像をも
つことが示されているが，すべてのグラフが完全区別可能な射影像をもつかはわ
かっていない [10]．

1.4 準射影図の研究動機
はじめに，次の問題を考える．

問題 1 空間グラフ Gとその射影像 P が与えられているとき，P だけをみて，元
の空間グラフが自明であるか非自明であるか判定できるか？
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答えは，特別な場合（射影像が自明であるか非自明である場合）を除いて，でき
ない．それは，各前交点に上下どちらの情報が入るかわからないためである（図
3）．

, , , ,

図 3: 射影像とそれから得られる射影図

そこで，次の問題を考え，準射影図の概念を導入する．

問題 2 空間グラフ G とその射影像 P が与えられているとき，どこの前交点の，
どのような上下の情報がわかれば，その他の前交点の上下の情報に依らず，元の
空間グラフが自明であるか非自明であるか判定できるか？

この研究を始める契機としては，DNA結び目の研究もある．それは，DNA結
び目の実際の写真を見たとき，交点の上下がはっきりわかる部分とわからない部
分が存在していたこと，交差交換の役割を果たす酵素（DNAトポイソメラーゼ）
の存在が知られていることからである．

1.5 準射影図に関する定義
準射影図〔pseudo diagram〕Qとは，一部の前交点に上下の情報を入れた射
影像 P である．このとき，Qは P から得られるという．準射影図Qは交点と前
交点をもつ．ここで，準射影図は交点をもたないこと，前交点をもたないことも
許す．すなわち，準射影図は射影像や射影図であることも許す．準射影図Qのい
くつかの前交点に上下を入れると，他の（同じも許す）準射影図Q′が得られる．
このとき，Q′はQから得られるという．
準射影図Qが自明〔trivial〕であるとは，Qから得られるすべての射影図が自
明な空間グラフを表しているときをいう．逆に，準射影図Qが非自明〔knotted〕
であるとは，Qから得られるすべての射影図が非自明な空間グラフを表している
ときをいう．図 4で，(a)は自明な準射影図で，(b)は非自明な準射影図で，(c)は
自明でも非自明でもない準射影図である．
次に，射影像P に対して，どれだけ自明に近いか非自明に近いかというような
概念を定義する．

tr(P ) := min{c(Q) | Q : P から得られる自明な準射影図 }

とし，このとき，tr(P )を P の自明化数〔trivializing number〕と呼ぶ．ここ
で，c(Q)はQの交点の個数とする．逆に，

kn(P ) := min{c(Q) | Q : P から得られる非自明な準射影図 }
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(a) (b) (c)

図 4: 準射影図

とし，kn(P )をP の非自明化数〔knotting number〕と呼ぶ．例えば，図 5にお
いて，tr(P1) = 2, tr(P2) = 2, tr(P3) = 4で，kn(P1) = 3, kn(P2) = 4, kn(P3) = 4

であることが確かめられる．

P1 P2 P3

図 5: 自明化数と非自明化数

任意の平面的グラフ Gに対して，kn(P ) = ∞，すなわち，tr(P ) = 0となる
Gの射影像 P が存在する．例えば，Gから S2への埋め込みの像となる射影像が
挙げられる．いくつかの円周の任意の射影像 P は非自明になることはないので，
tr(P ) < ∞である．しかし，ある平面的グラフは非自明な射影像P をもつ [16]の
で，tr(P ) = ∞，すなわち，kn(P ) = 0となることがある．

1.6 仮想結び目の準射影図の研究
Henrich氏らは，準射影図の概念を仮想結び目〔virtual knot〕に拡張し，研究
を行っている [5]．さらに，彼女らは，結び目の自明化数と結び目解消数，種数の
関係についても言及している．

1.7 準射影図を用いたゲーム
Henrich氏らは，準射影図を用いたゲームを考案している [6]．
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2 射影像に関する得られた結果
一つの円周（結び目）の射影像に関する結果を中心に，得られた結果を紹介
する．

2.1 基本的性質
P を一つの円周の射影像とする．S2上の単純閉曲線 S が P の分解円周〔de-

composing circle〕であるとは，P と Sとの交わりがちょうど 2つの横断的な
二重点のみの集合のときをいう（図 6）．そして，次の命題が成り立つ．

命題 3 P を一つの円周の射影像とし，SをP の分解円周とする．{q1, q2} = P ∩S

とし，B1とB2をB1 ∪ B2 = S2かつB1 ∩ B2 = Sとなる円盤とする. lを q1と
q2を結ぶ S上の二つの弧の一つとする．P1 = (P ∩B1)∪ l，P2 = (P ∩B2)∪ lと
する．このとき，tr(P ) = tr(P1) + tr(P2)，kn(P ) = min{kn(P1), kn(P2)}が成り
立つ.

S

B1

P1 P2

B2l

P

図 6: 分解円周

2.2 射影像の自明化数に関する結果
この節では，射影像の自明化数に関する結果を紹介する．
自明化数に関する定理や命題などと，結び目の射影像の自明化数を求めるコー
ド図を使った方法を紹介する．次に，コード図とそれを用いて結び目の自明化数
を求める方法を紹介する．
P を n個の前交点をもった結び目の射影像する．このとき，CDP が P のコー
ド図であるとは，CDP が各前交点の原像をコードによって結んだ n個のコード
をもつ円周のときをいう．例えば，図 7の (a)の射影像のコード図は (b)である．
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(a) 

1 
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3 4 7 

6 5 

(e)

1

2

347

6 5

(c)

1

2
34

7
6

5

7
6

5

(b) (d)

図 7: コード図から自明化数を求める，それを実現する自明な準射影図

定理 4 P を結び目の射影像とすると，

tr(P ) = min{n |ある n本のコードをCDPから削除すると，
部分コード図として図 7(c)のようなコード図を含まない }

さらに，tr(P )は偶数である．

この定理から，結び目の射影像に対して，コード図を用いて，自明化数を求め
られることがわかる．証明を考えると，それを実現する自明な準射影図を得る方
法もわかる．例えば，図 7(a)の射影像を考えると，そのコード図は (b)である．
このコード図からどのように 3本以下のコードを除いても図 7(c)のようなコード
図を含んでしまうが，4本のコードを除くと図 7(d)のようなコード図が得られる．
したがって，tr(P ) = 4であることがわかり，例えば，図 7(e)はそれを実現する
自明な準射影図である．

定理 5 P を結び目の射影像とする．このとき，tr(P ) = 2であるための必要十分
条件は，P は図 8(a)の射影像から P の部分弧を図 8(b)のように置き換える操作
を何回（0回も含む）かして得られることであることである．

m個の前交点

}

(a) (b) (c)

mが奇数 mが偶数

図 8: tr(P ) = 2となる結び目の射影像とそのコード図

定理 6 P を結び目の射影像とすると，tr(P ) ≤ p(P ) − 1が成り立つ．ここで，
p(P )は P の射影像の前交点の数である．また，等号が成立するための必要十分
条件は，P は図 9のような射影像であることである．
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m個の前交点

}
図 9:

定理 4より，次の系が得られる．

系 7 P をいくつかの円周の射影像とすると，tr(P )は偶数である．

命題 8 Gを平面的グラフ，P をGの射影像とすると，tr(P ) )= 1である．

系は一般のグラフでは成り立たない．Gを円周とシータ曲線との直和のグラフ
とすると，tr(P ) = 3となるGの射影像 P が存在する（図 10）．さらに，このグ
ラフでは任意の自然数 n ≥ 2に対して，tr(P ) = nとなるGの射影像 P が存在
する．

G P

図 10:

3 結び目の自明化数とその応用
この章では，結び目に対して自明化数を定義し，得られた結果とその応用を紹
介する．

3.1 結び目の自明化数の定義
Dを射影図とし，P をDの交点の上下の情報をなくして得られる射影像とし，

tr(D) = tr(P )と定義する．結び目Kに対しては，

tr(K) = min{tr(D) | 射影図DはKを表す }

と定義する．
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3.2 結び目の自明化数に関する結果
結び目の自明化数は，結び目の結び目解消数や種数と以下のような関係がある．

命題 9 [4, 5] Kを結び目とすると，u(K) ≤ tr(K)

2
が成り立つ．ここで，u(K)は

Kの結び目解消数である．

定理 10 [5] Kを結び目とすると，g(K) ≤ tr(K)

2
が成り立つ．ここで，g(K)は

Kの結び目の種数である．

ここで，定理 10 は，ザイフェルトのアルゴリズムから得られる正規な種数
〔canonical genus〕でも成り立つ．命題 9と定理 10を用いて下から評価を行い，
最小交点数の射影像で自明化数を求めることで，10交点以下の結び目の自明化数
の表を作成した [4]．しかし，10交点以下の結び目すべての自明化数は決定でき
ていない．そして，次の命題を得た．

命題 11 [4] K を 10交点以下の正結び目とすると，tr(K) = 2u(K)が成り立つ．
さらにKのある正射影図は，Kの自明化数を実現する．

ここで，10交点以下の正結び目は，42個あることが知られている [8]．
そして，次の予想をし，部分的な解答を得た．

予想 1 [4] K を正結び目とすると tr(K) = 2u(K)が成り立ち，K の任意の正射
影図Dにおいて tr(D) = 2u(K)である．

定理 12 [4] Kを正組紐結び目とすると，tr(K) = 2u(K)が成り立つ．さらにK

の正組紐射影図は，Kの自明化数を実現する．

予想を解決することの難しさは，種数の低い正結び目に対しては，結び目解消
数を評価できないことにある．定理 12の証明ではラスムッセン不変量 [12]また
は中村拓司氏の定理 [8]を用いて結び目解消数を評価することができるが，種数
の低い正結び目は，この定理ではうまくいかない．例えば，74は種数が 1で結び
目解消数が 2であり，これらの結果では結び目解消数を決定することができない．
すべての結び目は，最小交点射影図で自明化数を実現するかという問題 [5]に
対しては，否定的な解答を得た．

命題 13 [4] 11550は最小交点射影図で自明化数を実現せず，12交点の正射影図で
自明化数を実現する．
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図 11: 11550の最小交点射影図と自明化数を実現する正射影図
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図 12: ペルコ対

この正結び目 11550は最小交点射影図として図 11(a)しかもたず，最小交点数で
正射影図をもたないこと，そして，12交点で正射影図をもつことが [13]で知られ
ている．
また，異なる自明化数の最小交点射影図をもつ結び目も存在する．例えば，10161
を表すペルコ対〔Perko’s pair〕は正射影図でない図 12(a)は自明化数が 8で，正
射影図である 12(b)は自明化数が 6でこの結び目の自明化数を実現している．
射影像の結果を用いることで，次の定理を得た．

定理 14 [4] K を非自明な結び目とすると，2 ≤ tr(K) ≤ c(K) − 1が成り立つ．
ここで，c(K)は結び目Kの最小交点数である．等号が成立のための必要十分条
件は，Kが (2, p)トーラス結び目であることである．ここで，pは奇整数である．

定理 15 [4] tr(K) = 2であるための必要十分条件は，K がツイスト結び目であ
ることである．

3.3 結び目の半順序への応用
命題 2と同様の命題が自明化数で成り立つ．

命題 16 [3, 4] K1, K2を結び目とする．K1 ≤ K2ならば，

tr(K1) ≤ tr(K2)

が成り立つ．
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3.4 結び目解消数の研究への応用
結び目理論において，次の命題が成り立つことがよく知られている．

命題 17 Dを絡み目の射影図とすると，u(D) ≤ c(D)

2
が成り立ち，D′を交点をも

つ結び目の射影図とすると，u(D′) ≤ c(D′)− 1

2
が成り立つ．また，Lを絡み目とす

ると，u(L) ≤ c(L)

2
が成り立ち，Kを非自明な結び目とすると，u(K) ≤ c(K)− 1

2
が成り立つ．

谷山氏は，[17]で，上の等号が成立する場合の射影図と結び目，絡み目の特徴
づけを行った．u(D′) =

c(D′)− 1

2
が成り立つための必要十分条件は，D′が図 13

のような (2, r)トーラス結び目の射影図の一つであることを示した．定理 6と命
題 9を用いると，この十分条件の別証明を与えることができる [3]．

, ,

, ,

D1 D3 D5

D-1 D-3 D-5

図 13: u(D′) =
c(D′)− 1

2
である結び目の射影図D′

次の補題と命題 9を用いることで，u(D) =
c(D)− 2

2
を満たす射影図の特徴づ

けを行った．

補題 18 [1] P を一つの円周の射影像とすると，tr(P ) = p(P ) − 2であるための
必要十分条件は，P は 3本の組紐射影図の射影像であるまたは (2, r)トーラス結
び目射影図と (2, s)トーラス結び目射影図の連結和の射影像であることである．

定理 19 [1] Dを既約な結び目の射影図とする．u(D) =
c(D)− 2

2
であるための

必要十分条件は，Dは図 14の (a)のような 8の字結び目の射影図，(b)のような
3本の正組紐射影図，それらの鏡映射影図，または (2, r)トーラス結び目射影図
と (2, s)トーラス結び目射影図の連結和であるか，それらのことである．ここで
r, sは奇数で r, s )= ±1である．
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Bridge numbers of links and
minimal numbers of meridian generators

of link groups
ு ᇞඣ ∗(ౡେֶ)

1. ং
1.1. CappellͱShanesonͷ

1978ʹग़൛͞Εͨݩ࣍τϙϩδʔʹؔ͢Δ KirbyͷूͰ, Cappellͱ

Shaneson([8, pb. 1.11])ʹΑͬͯʮ3ٿݩ࣍໘ͷབྷΈLʹରͯ͠, Lͷࢦڮ

ͱݺΕΔෆมྔͱLͷิۭؒͷجຊ܈ͷϝϦσΟΞϯੜݩͷ࠷খҰக͢

Δ͔ʯͱ͍͏͕͛ڍΒΕͨ. ͜ͷ,ʮ͚͖ͮՄͳด3ݩ࣍ଟ༷ମM

ͷϔΨʔυछͱMͷجຊ܈ͷੜݩͷ࠷খ͕Ұக͢Δʯͱ͍͏Waldhausen

༧ͱਂ͍ؔͯ͘͠Δ.

ຊߘͰ, CappellͱShanesonͷʹؔͯ͠ΒΕ͍ͯΔॾ݁ՌΛհ͢Δ.

ಛʹ, ϑϥϯεͷτΡʔϧʔζେֶͷMichel BoileauڭतͱͷڞಉڀݚͰಘΒΕ

ͨ݁Ռհ͢Δ.

1.2. ఆٛه߸

໘ٿݩ࣍3 S3ͷབྷΈ Lʹରͯ͠, Lͱ 2nݸͷͰަΘΔ ,໘Ͱٿݩ࣍2 ର

(S3, L)Λೋͭͷ nຊࣗ໌λϯάϧʹղ͢ΔͷΛLͷ nٿڮ໘ͱ͍͏. ·ͨ,

͜ͷ (S3, L)ͷೋͭͷnຊࣗ໌λϯάϧͷղͷ͜ͱΛLͷnڮղͱΑͿ. ͜

͜Ͱ, nຊࣗ໌λϯάϧͱ, Εͨnຊͷ·ࠐମB3ͱͦͷதʹదʹຒΊٿݩ࣍3

ހ tͷରͰ, tΛҰ੪ʹB3ͷڥքʹԡ͚͠Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰ͋Δ. ͭ·Γ,

(B3, t)͕nຊࣗ໌λϯάϧͰ͋Δͱ, B3ͷڥք্ͷnຊͷހ t�Ͱ t ∪ t�͕B3

ͷnݸͷ͍ޓʹૉͳԁ൫ͷڥքʹͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖Λ͍͏.

؆ͱͭ࣋͜ղΛڮ໘ͷҙͷབྷΈ͋Δࣗવnʹରͯ͠nٿݩ࣍3

୯ʹࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ·ͨ, བྷΈL͕nڮղΛͭ࣋ͱ͖, ʮ(བྷΈͷڮ

ղͷ)҆ఆԽʯͱݺΕΔૢ࡞Λ༻͍ͯnΑΓେ͖͍ҙͷࣗવmʹରͯ͠L

ͷmڮղΛߏ͢Δ͜ͱग़དྷΔ. བྷΈL͕nڮղΛͪ࣋, (n− 1)-ղΛ

,ʹͳ͍ͱ͖ͨ࣋ LΛnڮབྷΈͱ͍͏. ·ͨ, ͜ͷnΛLͷࢦڮͱݺͼ, b(L)

Ͱද͢.

བྷΈL͕nڮղΛͭ࣋ͱ͖, བྷΈ܈ π1(S3 \ L)͕nݸͷϝϦσΟΞϯͰ

ੜ͞ΕΔ͜ͱ؆୯ʹূ໌Ͱ͖Δ. Αͬͯ, π1(S3 \L)ͷϝϦσΟΞϯੜݩͷ

.ҎԼͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ΔࢦڮখLͷ࠷ Ҏ߱, བྷΈ܈ π1(S3 \ L)ͷϝϦ

σΟΞϯੜݩͷ࠷খΛw(L)Ͱද͢.

∗˟ 739-8526 ࢁڸࢢౡ౦ݝౡ 1-3-1ɹౡେֶ େֶӃཧֶڀݚՊ

e-mail: yeonheejang@hiroshima-u.ac.jp
web: http://www.geocities.jp/yyyjang
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2. ઌڀݚߦ
2.1. Waldhausen༧ʹؔͯ͠

Waldhausen༧ (ʮthe Rank Conjectureʯຢʮthe Rank versus Genus Conjec-

tureʯͱݺΕΔ), ʮ͚͖ͮՄͳด ଟ༷ମMݩ࣍3 ͷϔΨʔυछͱ

Mͷجຊ܈ͷ֊͕Ұக͢Δʯͱ͍͏ͷͰ͋Δ. ͜Εಛʹ, ʮMͷجຊ܈ͷ

֊͕ 0ͳΒ, MϔΨʔυछ 0Λͭ࣋ʯ, ͭ·ΓʮMͷجຊ໌͕ࣗ܈ͳΒ

, M ໘ʹಉ૬Ͱ͋Δʯͱ͍͏ϙΞϯΧϨ༧ͷҰൠԽͱΈͳ͢͜ͱٿݩ࣍3

ग़དྷΔ.

Waldhausen༧ʹؔͯ͠,͔ͭزྫ͕ΒΕ͍ͯΔ. ॳͷྫBoileau࠷

ͱZieschang([4])ʹΑͬͯ༩͑ΒΕͨͷͰ, ͦΕ࣍ͷఆཧͷதͷβΠϑΣϧτ

ଟ༷ମͰ͋Δ.

ఆཧ 1 MΛ2ٿݩ࣍໘্্ͷβΠϑΣϧτଟ༷ମS(0; e0;
1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

β
2λ+1)ͱ͢Δ ه)

߸ [4]Λࢀর). ୠ͠, βͱλλ > 0, gcd(β, 2λ + 1) = 1, e0 �= 1
2(2λ+1)ΛΈͨ͢

Ͱ͋Δ. ͢Δͱ, Mͷجຊ܈ 2ͭͷݩͰੜ͞ΕΔ͕, MͷΨʔυछ

3Ͱ͋Δ.

·ͨ, Weidmann([12])BoileauͱZieschangͷྫΛҰൠԽͯ͠, ʹͷΑ͏࣍

άϥϑଟ༷ମͷதʹྫ͕͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠.

ఆཧ 2 M ΛM1ͱM2ΛషΓ߹ΘͤͯಘΒΕΔଟ༷ମͱ͢Δ. ͜͜Ͱ, M1ϝ

Ϗεଳ্ͷβΠϑΣϧτଟ༷ମͰࢦ q
p ͷಛҟϑΝΠόʔΛҰͭͭ࣋ͷͰ,

M2 ࢦԁ൫্ͷβΠϑΣϧτଟ༷ମͰݩ࣍2 1
2ͱ

β
2λ+1ͷಛҟϑΝΠόʔΛͦ

ΕͧΕҰͭͣͭͭ࣋ͷͰ͋Δ. ୠ͠, p, q, β, λ p > 0, λ > 0, gcd(p, q) = 1,

gcd(β, 2λ + 1) = 1, e0 �= 1
2(2λ+1)ΛΈͨ͢Ͱ͋Δ. ͢Δͱ, Mͷجຊ܈ 2ͭ

ͷݩͰੜ͞ΕΔ͕, MͷΨʔυछ3Ͱ͋Δ.

ͦͷޙ, BoileauͱWeimann([2])ʹΑͬͯجຊ܈ͷ֊͕ 2ͷଟ༷ମͷಛͮ

.ΘΕ͍ͯΔߦ͕͚ ͜ͷ݁ՌʹΑͬͯ, ͷ֊͕2ͰΨʔυछ͕3Ҏ্܈ຊج

ͷଟ༷ମͷຬ͖ͨ͢ಛΒΕ͍ͯΔ͕,

• (ఆཧ1ͱ)ఆཧ2ͷதͷଟ༷ମ,

• ԁ൫্ͷβΠϑΣϧτଟ༷ମͱϨϯζۭؒͷۂ ͼͷ֎෦ۭؒ݁ڮ1

ΛషΓ߹ΘͤͯಘΒΕΔଟ༷ମ

Ҏ֎ʹ͜ͷಛΛΈͨ͢ଟ༷ମ͕ଘ͢ࡏΔ͔Ͳ͏͔Θ͔͍ͬͯͳ͍. (Boileau

ͱWeimannจ [2]ͷதͰ, ͜ͷಛΛΈͨ͢ଟ༷ମ্Ͱͨ͛ڍͷʹݶΔ

ͱ༧͍ͯ͠Δ.)

·ͨ, Taoۙ࠷ LiʹΑͬͯۂଟ༷ମͷྫߏͰ͖ͨͱ͍͏͜ͱ͕Ξφ

ϯε͞Ε͍ͯΔ.
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2.2. CappellͱShanesonͷʹؔͯ͠

1950ʹPapakyriakopoulos([9])ʹΑͬͯDehnͷิ͕ূ໌͞Ε͓͔ͨ͛Ͱ, ݁

ͼͷղফఆཧ (Unknotting theorem)͕ূ໌͞Εͨ. ͜ͷDehnͷิ (ຢ݁ͼ

ͷղফఆཧ)Λ͑ b(L) = 1Ͱ͋Δ͜ͱͱw(L) = 1Ͱ͋Δ͜ͱ͕ಉͰ͋Δ

͜ͱ͕ূ໌Ͱ͖ΔͷͰ, Kirbyͷूʹ͍ͯͬࡌΔCappellͱ Shanesonͷ

Ͱ࠷ॳʹw(L) = 2ͷͱ͖ʹ b(L) = 2͕Ӡ͑Δ͔Λฉ͍͍ͯΔ.

͜ͷʹؔ͢Δ࠷ॳͷ (෦త)ղܾ 1985ʹBoileauͱZieschang([5])ʹ

Αͬͯ༩͑ΒΕͨ. ೋਓҰൠԽ͞ΕͨϞϯςγʔϊεབྷΈͱ͍͏བྷΈͷ

ʹରͯ࣍͠ͷఆཧΛূ໌͍ͯ͠Δ ͍ͯͭʹ߸ه) [5]ຢୈ3.1અΛࢀর).

ఆཧ 3 (1) ϞϯςγʔϊεབྷΈL = m(0|e; (α1, β1), (α2, β2), . . . , (αr, βr)) (r ≥
3)ʹରͯ͠, w(L) = b(L) = rཱ͕͢Δ.

(2) ҰൠԽ͞ΕͨϞϯςγʔϊεབྷΈL = m(−g|e; (α1, β1), (α2, β2), . . . , (αr,

βr)) (g ≥ 1) ʹରͯ͠, .ཱ͢Δ͕࣍

(i) r ≥ 2ͷͱ͖, w(L) = b(L) = g + rཱ͕͢Δ.

(ii) r = 1ͷͱ͖, α1e− β1 = ±1ͷ߹w(L) = b(L) = g + 1ཱ͕͠, ͦΕ

Ҏ֎ͷ߹w(L) = b(L) = g + 2ཱ͕͢Δ.

(iii) r = 0ͷͱ͖, e = ±1ͷ߹w(L) = b(L) = g + 1ཱ͕͠, ͦΕҎ֎ͷ

߹w(L) = b(L) = g + 2ཱ͕͢Δ.

͜ͷఆཧͷதʹొ͢ΔབྷΈʹؔͯ͠, ৗʹw(L) = b(L)͕Γཱͭ͜ͱ

͕Θ͔Δ. ͔͜͠͠ͷఆཧʹ, g = 0Ͱr ≤ 2ͷ߹,ͭ·Γ, L͕2ڮབྷΈͷ

߹ؚ·Ε͍ͯͳ͍. ͔͠͠, ͦͷ4ޙͷ1989ʹBoileauͱZimmermann([6])

, བྷΈLͷʮπ-يಓମ܈ʯ͕ೋ໘ମ܈ͳΒL བྷΈͰ͋Δ͜ͱΛࣔڮ2

͢͜ͱͰ࣍ͷఆཧΛಘ͍ͯΔ.

ఆཧ 4 ҙͷབྷΈLʹରͯ͠, b(L) = 2Ͱ͋Δ͜ͱͱw(L) = 2Ͱ͋Δ͜ͱ

ಉͰ͋Δ

ఆཧ 3ͱఆཧ 4Λ߹ΘͤΔͱ, ҙͷҰൠԽ͞ΕͨϞϯςγʔϊεབྷΈLʹ

ରͯ͠ b(L) = w(L)ཱ͕ͭ͜ͱ͕Θ͔Δ.

Ұํ, ͦͷؒͷ1987ʹRostͱZieschang([10])͕࣍ͷఆཧΛূ໌͍ͯ͠Δ.

ఆཧ 5 ҙͷ (p, q)-ܕτʔϥεབྷΈL = T (p, q) (pͱ q͍ޓʹૉ)ʹରͯ͠,

b(L) = w(L) = min(|p|, |q|)ཱ͕͢Δ.

࣮, b(T (p, q)) = min(|p|, |q|)Ͱ͋Δ͜ͱSchubert([11])ʹΑͬͯطʹΒΕ

͍ͯͨ.

 6 ܈ π1(S3 \ T (p, q))܈දࣔ �a, b | ap = bq� Λͭ࣋͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ͭ

·Γ, π1(S3 \ T (p, q))ͷੜݩͷ࠷খ2Ͱ͋Δ. ैͬͯ, π1(S3 \ T (p, q))ͷੜ

ݩͱͯ͠ϝϦσΟΞϯҎ֎ͷݩ͢ڐͱ, ͦͷ࠷খͱT (p, q)ͷࢦڮͷࠩ

ҙʹେ͖͘͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.
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ਤ 1:

(1) (2)

ਤ 2:

3. ओ݁Ռ
3.1. བྷΈ

ίϯύΫτͰ͚͖ͮՄͳ3ݩ࣍ଟ༷ମMͱͦͷதʹదʹຒΊࠐ·Εͨ1࣍

෦ଟ༷ମLͷରݩ (M,L)Λ (3,1)-ଟ༷ମରͱݺͿ. ༗ཧλϯάϧͱ, ࣗ໌λ

ϯάϧʹಉ૬ͳ (3,1)-ଟ༷ମରͷ͜ͱͰ, .ఆ͞ΕͨͷΛ͍͏ݻք͕ڥ ༗ཧλϯ

άϧ༗ཧͱରԠ͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯͯ, ͦͷ༗ཧΛ༗ཧλϯάϧͷ͖

ͱݺͿ. ྫ͑, ConwayදࣔͱݺΕΔ༗ཧλϯάϧͷදࣔ๏ͦͷ͖ͷ࿈

ల։ͱରԠ͢Δ. ਤ1ͷλϯάϧ31/50͖ͷ༗ཧλϯάϧͰ, ࿈ల։

31

50
=

1

2 +
1

−3 +
1

3 +
1

−2 +
1

3

ʹରԠ͢ΔදࣔͰ͋Δ.

ਤ2ͷ (1)͔ (2)ͷ (3,1)-ଟ༷ମରʹ͔ͭزͷ༗ཧλϯάϧΛషΓ߹ͤͯಘΒΕΔ

(3,1)-ଟ༷ମରΛϞϯςγʔϊεରͱݺͿ. ਤ2(1)ͷϞϯςγʔϊεରʹڥք͕ͳ

͘ͳΔ·Ͱ༗ཧλϯάϧΛషΓ߹ͤͯಘΒΕΔ3ٿݩ࣍໘ͷབྷΈΛϞϯςγʔ

ϊεབྷΈͱ͍͏. (ਤ 3ͷϞϯςγʔϊεབྷΈΛm(0|b; (α1, β1), (α2, β2), . . . ,

(αr, βr))Ͱද͢.) ਤ 4ͷབྷΈͷΑ͏ʹ, ͤ߹ͷϞϯςγʔϊεରΛషΓ͔ͭز

ͯಘΒΕΔ3ٿݩ࣍໘ͷབྷΈΛབྷΈͱݺͿ.

3.2. ओఆཧ

,ͷఆཧ࣍ Michel BoileauڭतͱͷڞಉڀݚͰಘΒΕͨͷͰ͋Δ.
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α 1 

β 1 
α 2 

β 2 
α r 

β r 

b

ਤ 3: b = 3.

ਤ 4:

ఆཧ 7 ([1]) ҙͷབྷΈLʹରͯ͠, b(L) = 3Ͱ͋Δ͜ͱͱw(L) = 3Ͱ͋

Δ͜ͱಉͰ͋Δ.

 8 ,བྷΈڮ3 ͭ·Γ b(L) = 3ΛΈͨ͢བྷΈ [7]ͷதͰશʹ

ྨ͞Ε͍ͯΔ.

Waldhausen༧ʹ༷ؔͯ͠ʑͳྫ͕ಘΒΕ͍ͯΔ͜ͱʹൺ, Cappellͱ

Shanesonͷʹؔͯ͠·ͩྫಘΒΕ͍ͯͳ͍. ͜Ε, ଟ༷ମͷݩ࣍3

Ψʔυछͱجຊ܈ͷ֊ͷؔΑΓ, བྷΈͷࢦڮͱབྷΈ܈ͷϝϦσΟ

Ξϯੜݩͷ࠷গͷؔͷํ͕ΑΓʮີʯͰ͋Δ͜ͱΛҙຯ͍ͯ͠Δͱ

.Δ͑ࢥ ,ࡍ࣮ བྷΈ LʹԊͬͨ ,࣌ඃ෴ΛM2(L)ͱͨ͠ذ໘ͷೋॏٿݩ࣍3

b(L) = 3Ͱ͋Δ͜ͱͱM2(L)ͷΨʔυछ͕ 2Ͱ͋Δ͜ͱ͕ಉͰ͋Δ͜ͱ

ʹର͠, w(L) = 3Ͱ͋Δ͜ͱͱ π1(M2(L))ͷ֊͕ 2Ͱ͋Δ͜ͱಉͰͳ͍.

w(L) = 3Ͱ͋ΔͨΊʹ, গͳ͘ͱπ1(M2(L))͕ೋͭͷݩͰੜ͞Ε, ͔ͭ, ͦ

ͷೋͭͷੜݩΛͦΕͧΕͷݩٯʹҠ͢π1(M2(L))ͷࣗݾಉ͕૾ࣸܕଘ͢ࡏΔ͜

ͱ͕ඞཁͰ͋Δ.

བྷΈLʹରͯ͠ʮw(L) = 3͕ b(L) = 3Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे݅Ͱ͋Δ͔ʯ

ͱ͍͏ͷ, Մͳด͚͖ͮ ,ଟ༷ମMʹରͯ͠ݩ࣍3 π1(M)͕ೋͭͷݩͰੜ

͞Ε, ͔ͭ, ͦͷೋͭͷੜݩΛͦΕͧΕͷݩٯʹҠ͢ π1(M)ͷࣗݾಉ૾ࣸܕ

͕ଘ͢ࡏΔͱ͖, ͜ͷࣗݾಉ͕૾ࣸܕMͷछ2ͷΨʔυղͷʮପԁର߹ʯ

Ͱ࣮ݱͰ͖Δ͔ͱ͍͏ʹ͍ؔͯ͠Δ. ࣮, βΠϑΣϧτଟ༷ମʹؔͯ͠

͜Ε͕ਖ਼͍͜͠ͱ͕ূ໌͞Ε͍ͯΔ ([3]). ͜ΕʹΑͬͯ, ఆཧ 1ͷதͷଟ༷ମ

Waldhausen༧ͷྫʹͳΔ͕, ͜ΕʹରԠ͢ΔCappellͱ Shanesonͷ

ͷྫଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕Θ͔Δ. ·ͨ, άϥϑଟ༷ମ (ຢΑΓҰൠతͳଟ

༷ମ)ʹରͯ͠ಉ༷ͳ͜ͱ͕Γཱͭ͜ͱ͕༧͞Ε͍ͯΔ.
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Lefschetzファイバー空間の構成と改変について
遠藤 久顕 (大阪大学大学院理学研究科)

１　序

Lefschetzファイバー空間は, S. Lefschetzが射影多様体のトポロジーを調べる
ために導入した, Lefschetz pencilに由来する概念である. 1970年代後半から 1980

年代にかけて, 種数 1の Lefschetzファイバー空間は楕円曲面のトポロジーの研究
において基本的な役割を果たした. 松本幸夫氏や上正明氏の論説 [Ma1],[Ma2],[Ue]

に詳しい解説がある. 種数 2以上の Lefschetzファイバー空間については, 1995

年に松本幸夫氏による種数 2の場合の先駆的な研究 [Ma3]が現れ, ほどなくして
Donaldson [Do]とGompf [GS]によりシンプレクティック構造との密接な関係が
明らかにされた (1998年). それ以来, 現在まで様々な観点からの活発な研究が続
いている.

Lefschetzファイバー空間の魅力の一つは, 4次元多様体のトポロジーと曲面の
写像類群の組合せ的な性質とがモノドロミーを介して結びつく点にある. これは
Heegaard分解や写像トーラスを通して 3次元多様体と曲面の写像類群とが強く結
びついていることに似ている. しかし, 写像類群の組合せ的な性質を前面に押し
出したような研究は, 4次元においてはまだあまり多くないのかもしれない.

本稿では, Lefschetzファイバー空間に関する諸研究を, 筆者自身の最近の研究
を中心に紹介したい. 特に, モノドロミーの置き換えとファイバー和という二つ
の観点から, Lefschetzファイバー空間の構成と改変について述べてみたい. 筆者
の研究は暗中模索そのもので, 多くの方の目にはさまよっているようにしか映ら
ないのではないかと思う. どうかご容赦いただきたい.

２　Lefschetzファイバー空間とモノドロミー

まずはじめに, Lefschetzファイバー空間と曲面の写像類群に関する基礎事項を
復習しておこう. [Ka], [Ma3], [GS]などに詳しい解説がある.

定義 2.1　 Σ, Bをそれぞれコンパクトで向きづけられた曲面とし, M をコン
パクトで向きづけられた 4次元 C∞多様体とする. C∞写像 f : M → Bが Σを
ファイバーとするLefschetzファイバー空間 (Lefschetz fibration)であるとは, f

が次の条件 (i), (ii)をみたすことである:

(i) fは有限個の臨界値 b1, . . . , bn ∈ Int Bをもち,各特異ファイバーFi := f−1
(bi)

には唯１つの臨界点 pi ∈ Int M が存在する. また, f の f−1
(B − {b1, . . . , bn})へ

の制限はΣをファイバーとするC∞ファイバー束であり, ファイバーの境界の和
集合への制限は ∂Σをファイバーとする自明なC∞ファイバー束であるとする;

(ii) 各 pi の周りでは pi, bi を中心とする局所複素座標 (z1, z2), w により, f は
w = f(z1, z2) = z2

1 + z2
2 と表示される. (このとき局所複素座標はM, Bの向きと

両立するものをとる). �
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境界 ∂Σ上で恒等写像であるようなΣの向きを保つ自己微分同相全体のなす群
をDiff+Σとし, ∂Σを点ごとに止めて恒等写像 idΣにアイソトピックな写像のな
すDiff+Σの部分群をDiff0Σとするとき, Diff+Σ/Diff0Σ をMΣと書き, Σの写像
類群という. MΣの積は通常のように写像の合成によって定義し, ϕ,ψ ∈MΣ に
対して ψϕはまず ϕを施してから次に ψを施すことを意味するものとする.

Σ上の単純閉曲線のアイソトピー類全体Sの生成する自由群をFとする. a ∈ S
に対し aに沿った右向きDehn twist ta ∈MΣ を対応させることにより, 準同型
� : F →MΣ がえられる. R := Ker �の元を, Sを生成元集合とするMΣの関
係子 (relator)という.

記号 2.2　W ∈ F の�による像�(W ) ∈MΣ をしばしばW と書く. c ∈ S
とW = aεr

r · · · aε1
1 ∈ F (a1, . . . , ar ∈ S, ε1, . . . , εr ∈ {±1}) に対し, Sの元 W (c)を

W (c) := tεr
ar
· · · tε1

a1
(c)によって定義する. �

f : M → B を定義 2.1の Lefschetzファイバー空間とする. (i)より, B −
{b1, . . . , bn}上のΣをファイバーとするファイバー束の分類写像B−{b1, . . . , bn}→
BDiff+Σ を考えることができ, この写像から基本群の間に準同型

χ : π1(B − {b1, . . . , bn}) → π1(BDiff+Σ) ∼= π0(Diff+Σ) = MΣ

が誘導される. これをΣ束 f |f−1(B−{b1,...,bn})のホロノミー準同型というが, ここで
は f のモノドロミー表現 (monodromy representation)ともよぶことにする.

以下, B = D2, S2とし, b0 ∈ B − {b1, . . . , bn}を基点とする. 各 i = 1, . . . , nに
対し, biのB − {b1, . . . , bn}における互いに交わらない円板近傍Diをとり, b0か
ら ∂Diの 1点への b0のみを共有するB − Int (D1 ∪ · · · ∪Dn)内の単純弧 �iをと
る. ∂Diに時計回りに向きを入れ, b0を基点とするループ γiを γi := �i · ∂Di · �i

によって定める. このとき, B = D2ならばB − {b1, . . . , bn}において γ1 · · · γnが
∂D2にホモトピックであるように, またB = S2ならばB − {b1, . . . , bn}において
γ1 · · · γnが 0ホモトピックであるようにしておく.

χによる γiの像 χ(γi)はΣのある単純閉曲線 ciに沿う右向きDehn twist tci と
なる. この ciを特異ファイバー Fiに対する消滅サイクル (vanishing cycle)とい
う. ループの積 γ1 · · · γnは χによって右向きDehn twistの積 tc1 · · · tcn ∈MΣに
うつされる. また, F の positive word c1 · · · cnは�によって tc1 · · · tcn にうつる.

特にB = S2のとき, tc1 · · · tcn = 1 ∈MΣ, すなわち positive relator c1 · · · cn ∈ R
となる. 逆に, このような positive word c1 · · · cn ∈ F に対し, D2 × Σに n個の
2-handleを接着することによって, ΣをファイバーとするD2上の Lefschetzファ
イバー空間を構成することができる. さらに positive relator c1 · · · cn ∈ Rに対し
ては, D2 × Σを接合することができ, S2上の Lefschetzファイバー空間が構成さ
れる.

以上の議論において, positive word c1 · · · cn ∈ Fは, F0 := f−1
(b0)とΣとの同一

視を与える微分同相やループ系 (γ1, . . . , γn)の取り方に依存している. これらの取
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り方を換えることは, あるW ∈ Fによる同時共役 (simultaneous conjugation)や,

初等変形 (elementary transformation) を c1 · · · cnに有限回施すことと対応する.

３　モノドロミーの置き換えと４次元多様体の改変

曲面の写像類群において, Dehn twistの積の間に成り立つ関係式には, 両辺が
positive wordであるものが少なくない. このような関係式を用いることにより,

一つの positive wordを別の positive wordに作り替えることができる. Smithが
substitutionと呼んだこの操作をきちんと定義しておく (cf. [Sm],[EN]).

定義 3.1　W1,W2 ∈ F とし, � := W−1
1 W2 ∈ R であるとする. また, U, V ∈ F

とし, word σ := UW1V ∈ Fを考える. このとき, σと �の共役の積σ� := σV −1�V

は, UW2V に等しい. このような操作 σ �→ σ�を, �による置き換え (substitution),

あるいは関係式W1 = W2による置き換えという. U, V, W1,W2が positive word

ならば, σ,σ�も positive wordであり, σ ∈ Rならば σ� ∈ Rである.

σ1,σ2 ∈ F に対し, σ1に �, �−1による置き換えを有限回施して σ2がえられると
き, σ1 ≡ σ2 (mod �)と書く. �

ΣをファイバーとするLefschetzファイバー空間 f : M → Bから,モノドロミー
表現を用いて上のような positive word σ = c1 · · · cn ∈ Fを構成する. W1,W2 ∈ F
を positive wordとし, � := W−1

1 W2 ∈ Rとする. もし σがW1を subwordとして
含むならば, �による置き換えを σに施して新しい positive word σ� ∈ Fがえられ
る. σ�から新しい Lefschetzファイバー空間 f � : M � → Bが構成される.

Fullerは, chain relationによる置き換えを用いて既知のM から新しいM �を構
成してみせた. 彼の構成したM �はいかなる正則な Lefschetzファイバー空間とも
同型でないことが, Smith [Sm]によって証明された. また, 永見誠二氏と筆者 [EN]

は, MとM �の符号数の差を, 置き換えに用いた関係子 �から代数的に求める方法
を与えた. しかし, より素朴な次の問題は長らく手つかずであった.

問題 3.2　M �はMを 4次元多様体としてどのように改変したものであろうか.

Gurtasと筆者は, lantern relationによる置き換えを用いて様々なLefschetzファ
イバー空間を構成していたが, ついでに問題 3.2を lantern relationの場合にまじ
めに考えてみることにした. lantern relationによる置き換えによって, 符号数は
必ず+1だけ変化することが [EN]において示されていたから, 当初はM �はM の
ブローダウン (すなわち, MとM �

#CP2は微分同相)であろう, などと安易に予想
していた. しかし, それは間違いであった.

命題 3.3 (Gurtas-E. [EG])✓ ✏
　 σ,σ� ∈ F を positive wordとし, f : M → B, f � : M � → B を対応する
Lefschetzファイバー空間とする. lantern relationによる置き換えによって σ

から σ�がえられるとき, M �はM のC2に沿う有理ブローダウンである.✒ ✑
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この命題は, lantern relationの両辺に対応するD2上のΣ0,4をファイバーとする
Lefschetzファイバー空間のKirby図式を描くことによって証明される. ここで,種
数 g,境界成分nのコンパクトで向きづけられた曲面をΣg,nと書いている. lantern

relationについては定義 3.5を見ていただくことにして, ここではFintushel-Stern

[FS1]による有理ブローダウンの定義を振り返っておく (cf. [GS]§8.5).

p � 2とする. 頂点の数が p− 1, 辺の数が p− 2の linear graphを考え, 各頂点
は端から順に−p− 2,−2, . . . ,−2という整数で重みづけられているとする. この
とき, 各頂点に対し重みを Euler数にもつような S2上のD2束を考え, 辺で結ば
れているD2束どうしを plumbingすることにより, 境界をもつコンパクトで向き
づけられた 4次元多様体Cpがえられる. Cpの逆向きCpはCP2の p− 1個の連結
和#(p − 1)CP2に自然に埋め込むことができ, Bp := #(p − 1)CP2 − Int Cpは有
理ホモロジー球体となる.

4次元C∞多様体M にCpが埋め込まれているとき, M0 := M − Int Cpとおけ
ばM = Cp ∪∂M0 M0である. このとき, ∂M0に沿ってM0にBpを接合してえら
れる多様体M(p) := Bp ∪∂M0 M0を, Cpに沿うM の有理ブローダウン (rational

blowdown)という. 実は, ∂Cp = ∂Bp
∼= L(p2, p− 1)であり, L(p2, p− 1)の任意の

自己微分同相はBpに拡張することが知られている. 従って, M(p)の微分同相類は
多様体対 (M,Cp)のみできまる.

命題 3.3より, lantern relationによるモノドロミーの置き換えがC2に沿う有理
ブローダウンという改変操作に対応することがわかった. つまり, lantern relation

に関しては問題 3.2の答えがわかったことになる. 一方, 有理ブローダウンには
Cp (p � 3)に対するものが存在するので, この場合の有理ブローダウンを実現す
る写像類群の関係式が存在するかを問うことは極めて自然であろう. 安井弘一氏
やMark, Van Horn-Morrisの協力のおかげで, 次のことがわかった.

命題 3.4 (Mark–Van Horn-Morris–E. [EMV])✓ ✏
　 σ,σ� ∈ F を positive wordとし, f : M → B, f � : M � → B を対応する
Lefschetzファイバー空間とする. p � 2の daisy relationによる置き換えに
よって σから σ�がえられるとき, M �はM の Cpに沿う有理ブローダウンで
ある.✒ ✑
この命題の証明は命題 3.3の証明と同様である. 命題に現れる daisy relationの

定義を述べておく.

定義 3.5　 p � 2とする. 曲面 Σ = Σ0,p+2上に図 1のように a0, a1, . . . , ap+1,

x1, . . . , xp+1 ∈ Sをとる (S2から p + 2個の開円板を除いた図を描いている). この
とき, Σの写像類群MΣにおいて関係式

tap+1 · · · ta1t
p−1
a0

= txp+1 · · · tx1

が成り立つ. これを daisy relation [EMV]という. 特に, p = 2のときの daisy

relationを lantern relationという. �
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a1a0

a2a3

a4

a5 ap+1

· · ·

x1

x2x3

x4

x5 xp+1

図 1: daisy relationに現れる 2p + 3個の曲線

命題 3.4は関係式が見つかれば証明は自動的に従うタイプの結果である. 関係
式を探しているとき, 安井弘一氏が「きっと見つかるはずです」と励まし, 助けて
下さった. ともかく, これですべての有理ブローダウンを実現する関係式が見つ
かったわけである.

さて, Fintushel-Sternによる 4次元多様体の有理ブローダウンは, Park [Pa]に
よって一般化され, Stipsicz-Szabó-Wahl [SSW]によってさらに一般化された. 一
般化された有理ブローダウンには様々な種類があるが, 負定値の plumbing treeか
ら定まる 4次元多様体Cを同じ境界をもつ有理ホモロジー球体Bに取り替える,

という部分は共通している. ここでは, Park [Pa]による plumbing manifold Cp,q

の構成のみを簡単に述べておく.

p > q � 1とし, pと qは互いに素であるとする. 連分数展開

− p2

pq − 1
= [b1, . . . , bk] = b1 −

1

b2 − 1
···− 1

bk

であって, bi � −2をみたすものを考える. 頂点の数が k, 辺の数が k − 1の linear

graphを考え, 各頂点は端から順に bk, . . . , b1という整数で重みづけられていると
する. このとき, 各頂点に対し重みを Euler数にもつような S2上のD2束を考え,

辺で結ばれているD2束どうしを plumbingすることにより, 境界をもつコンパク
トで向きづけられた 4次元多様体 Cp,qがえられる. 特に, Cp,1は Fintushel-Stern

の pluming manifold Cpに他ならない.

Stipsicz-Szabó-Wahl [SSW]の有理ブローダウンには, linear graphではない, “T

字型”のplumbing treeも現れ, 4つの family G,W ,N ,Mに分類される. このうち,

family G は上記の Parkによる Cp,q たちのことである. Mark, Van Horn-Morris

と筆者は, 一般化された有理ブローダウンを実現する関係式を探し, 次の結果を
得た.
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定理 3.6 (Mark–Van Horn-Morris–E. [EMV])✓ ✏
　 3つの family G,W ,N のいずれかに属する plumbing tree に沿う有理ブ
ローダウンを “実現する”ような, ある曲面Σの写像類群MΣの関係式が存在
する.✒ ✑
定理 3.6において除外した family Mについては, 対応する関係式を見つけるこ

とができなかった. 有理ホモロジー球体BのKirby図式や, 定理 3.6の関係式は
具体的に書き下すことができる. 詳細は [EMV]を見ていただきたい.

注意 3.7　Dehn twistの積の間に成り立つ関係式のうち, 両辺が positive word

であるものは他にもたくさん知られている. 下の表は, そのうちで特によく知ら
れた関係式について, 左辺と右辺に対応するLefschetzファイバー空間の全空間を
まとめたものである.

関係式 左辺の多様体 右辺の多様体 共通の境界
commutativity D4 �D4 D4 �D4 S3 � S3

braid X(S2,−2) X(S2,−2) RP3

2k-chain Mc(2, 2k + 1, 4k + 2) X(Σk,−1) Σ(2, 2k + 1, 4k + 2)

(2k + 1)-chain Mc(2, 2k + 2, 2k + 2) X(Σk,−2) Σ(2, 2k + 2, 2k + 2)

daisy Cp Bp L(p2, p− 1)

但し, X(B, e)はEuler数がeであるようなB上のD2束の全空間であり, Mc(p, q, r),

Σ(p, q, r)は zp
1 + zq

2 + zr
3に対応するMilnorファイバー, Brieskorn多様体である. �

注意 3.8　全空間が閉多様体であるような Lefschetzファイバー空間であって,

そのモノドロミーに daisy relationによる置き換えを適用できるようなものが存
在する. そのような具体例が [EG],[EMV]でいくつか構成されており, 興味深い微
分構造をもつことがわかっている. モノドロミーの置き換えは broken Lefschetz

fibrationに対しても定義されるが, 全空間が閉多様体であるような broken Lef-

schetz fibrationであって, そのモノドロミーに定理 3.6の関係式による置き換え
を適用できるようなものが存在する. �

注意 3.9　定理 3.6のすべての関係式は, 複数の lantern relationを組み合せる
ことで構成される. また, モノドロミーにおける文字の生成・消去は, 4次元多様
体における surgeryとGluck twistの合成に対応する. このことから, 定理 3.6の
すべての有理ブローダウンは, surgery, Gluck twistと (通常の)ブローダウンの有
限回の合成であることがわかる. �

４　ファイバー和をめぐって

Lefschetzファイバー空間にはファイバー和と呼ばれる “足し算”が存在する. 以
下では, ファイバー和に関するいくつかの結果を紹介する. Σg,0をファイバーと
する Lefschetzファイバー空間を種数 gの Lefschetzファイバー空間ともいう.
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定義 4.1　種数 gの Lefschetzファイバー空間 f : M → B, f � : M � → B�を
考え, ∂B = ∅, ∂B�

= ∅とする. f, f �の正則値のみを含む円板D ⊂ B, D� ⊂ B�

をそれぞれ選ぶ. 基点 b0 ∈ ∂D, b�0 ∈ ∂D�をとり, F0 := f−1
(b0), F �

0 := f �−1
(b�0)

とおく. このとき, 向きを保つ微分同相 ϕ : F0 → F �
0 と向きを逆にする微分同

相 ∂D → ∂D� によって, M − f−1
(Int D)とM � − f �−1

(Int D�
)を双方のファイ

バー構造を保つように接合することにより, 種数 gの Lefschetzファイバー空間
f#f � : M#F M � → B#B�がえられる. これを f と f �の (ϕによる)ファイバー和
(fiber sum)という. ϕを強調するときには, f#f �を f#ϕf �とも書く. �

以下, B = B�
= S2とし, f : M → B, f � : M � → B�に対応する positive relator

をそれぞれ c1 · · · cn, c�1 · · · c�m ∈ Rとする. このとき, f と f �の ϕによるファイ
バー和 f#f �に対応する positive relatorは ϕ(c1) · · ·ϕ(cn) · c�1 · · · c�m ∈ Rである.

単連結な 4次元多様体の連結和に関する古典的な結果として, Wallの安定性定
理がよく知られている (cf. [GS],[Sc]). すなわち, 任意の単連結な 4次元多様体に
CP2と CP2を十分たくさん連結和すると, #kCP2

#�CP2という形の多様体に微
分同相になる. 興味深いことに, 種数 2の Lefschetzファイバー空間のファイバー
和に関しても, 同様の定理が知られている.

種数 2の閉曲面 Σ2,0上に超楕円的対合で不変な単純閉曲線からなる長さ 5の
chain c1, c2, c3, c4, c5をとり, c1 ∪ c2の正則近傍の境界を dとする. このとき,

σ0 := (c1c2c3c4c5c5c4c3c2c1)
2,

σ1 := (c1c2c3c4c5)
6,

σ2 := d · c−1
1 c−1

2
(c3) · c−1

2 c−1
3

(c4) · c−1
3 c−1

4
(c5) · (c5c4c3c2c1)

3 · c1c2c3c4c5c5c4c3c2c1

はすべて positive relatorであり, σiに対応する種数 2のLefschetzファイバー空間
fi : Mi → S2が定まる (i = 0, 1, 2).

定理 4.2 (Auroux [Au1], Kamada [Km])✓ ✏
　任意の種数 2の Lefschetzファイバー空間 f : M → S2に対し, ある k0 � 0

が存在して, k � k0となる任意の整数 kに対し, f#kf0は f0, f1, f2のコピー
のファイバー和に同型である. さらに, k0 = 2n+ + 1ととることができる. こ
こで, n+は f の分離型の消滅サイクルの個数である.✒ ✑
注意 4.3　上の σ2は [Au1],[Km]のW2とは異なるが, 初等変形で互いに移りあ

う. Auroux [Au2]は, 一般の種数 gの Lefschetzファイバー空間についても, 切断
の存在や消滅サイクルのタイプに関する条件を仮定して, 同様の定理を導いてい
る. 長谷川功氏の報告 [Ha]によれば, [Au2]の結果は切断の存在を仮定しない形
に改良できるようであるが, 筆者は証明の詳細を知らない. �

4次元多様体の連結和に関する安定化について, 次の例がよく知られている. 多
重ファイバーをもたないEuler標数 12nの単連結な楕円曲面E(n) (n : odd, n > 1)
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と (2n− 1)CP2
#(10n− 1)CP2は互いに同相であるが微分同相ではない. しかし,

E(n)#CP2と 2nCP2
#(10n − 1)CP2は微分同相である. 面白いことに, 種数 2の

Lefschetzファイバー空間のファイバー和に関する安定化についても, よく似た例
が構成できる.

Σ2,0上に先ほどの単純閉曲線 c1, c2, c3, c4, c5, dを考える. このとき,

σ3 := (c1c2c3c4)
10,

σ4 := d · (c1c2)−3(c3) · (c1c2)−3(c2) · (c1c2)−3(c4) · (c1c2)−3(c3) · c3c2c4c3 · (c1c2c3c4)
5

はどちらも positive relatorであり, σiに対応する種数 2のLefschetzファイバー空
間 fi : Mi → S2が定まる (i = 3, 4).

一つ目は非分離型の消滅サイクルのみをもつ例である.

定理 4.4 (Matsumoto [Ma3])✓ ✏
　 2つの Lefschetzファイバー空間M3と#F 2M0は互いに同相であるが同型
ではない. しかし, M3#F M0と#F 3M0は同型である.✒ ✑
二つ目は分離型の消滅サイクルを含む例である.

定理 4.5 (E. [En2])✓ ✏
　 2つの Lefschetzファイバー空間M4とM2は互いに同相であるが同型では
ない. しかし, M4#F M0とM2#F M0は同型である.✒ ✑
4次元多様体の改変操作として, ファイバー和は連結和とはかなり違うもので

ある. (例えば, 2つの有理楕円曲面のファイバー和はK3曲面であり, 交叉形式は
全く違うものに変化する.) にもかかわらず, 上のような似た性質をもつ.

注意 4.6　定理 4.2で与えられた k0の値 2n+ + 1は, 定理 4.4の例 (n+ = 0)で
はシャープであり, 定理 4.5の例 (n+ = 1)ではシャープではない. �

注意4.7　上のM0,M1,M2,M3,M4はすべて種数 gの超楕円的なLefschetzファ
イバー空間の具体例として一般化され, 同様の性質をもつことが証明される:

  #F gM0とM3は互いに同相であるが同型ではない. しかし, #F (g + 1)M0と
M3#F M0は同型である ([En1]). また, #F gM0とM3と (2g2−2g +1)CP2

#(6g2
+

2g +1)CP2は互いに同相であるが, どの２つも微分同相ではない ([Fu], cf. [En2]).

À M4 と M2#F (g/2 − 1)M0 は互いに同相であるが同型ではない. しかし,

M4#F M0とM2#F (g/2)M0は同型である ([En2]). また, M4とM2#F (g/2−1)M0

と (3g2/2− 2g + 1)CP2
#(9g2/2 + 2)CP2は互いに同相であるが, どの２つも微分

同相ではない (g = 2のとき佐藤好久氏 [Sa], g � 4のとき [En2]). �

以上の例では, ファイバー和の定義 (定義 4.1)に現れる微分同相ϕの取り方には
触れなかった (定理 4.4, 定理 4.5の例では最も “素直な” ϕをとっている). 次の例
では, ファイバー和の性質がϕの取り方に実際に依存することを見ることにする.
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Σ2,0上に先ほどの単純閉曲線 c1, c2, c3, c4, c5, dを考える. このとき,

σ5 := (d · c−1
1 c−1

2
(c3) · c−1

2 c−1
3

(c4) · c−1
3 c−1

4
(c5))

2

は positive relatorであり, σ5に対応する種数 2の Lefschetzファイバー空間 f5 :

M5 → S2が定まる. この f5は松本幸夫氏 [Ma3]によって初めて構成されたため,

松本ファイバー空間 (Matsumoto fibration)などと呼ばれる. [Ma3]における構成
から, M5は S2 × T 2

#4CP2 に微分同相であることがわかっている. 松本ファイ
バー空間の 2つのコピーのファイバー和には, 面白い性質をもつ多様体が現れる.

定理 4.8 (Ozbagci-Stipsicz [OS])✓ ✏
　ある微分同相 ϕ1による 2つの f5のファイバー和 f5#ϕ1f5 の全空間は, (向
きを取り替えても)複素構造を許容しない.✒ ✑
実際, f5#ϕ1f5の全空間の基本群は Z⊕ Znに同型であり, Enriques-Kodairaの

分類表と合わせると, 複素曲面ではありえないことがわかる.

定理 4.9 (Okamori [Ok])✓ ✏
　ある微分同相 ϕ2 による 2 つの f5 のファイバー和 f5#ϕ2f5 の全空間は,

CP2
#9CP2 に同相であるが微分同相ではない. さらに, この多様体は 1ハ

ンドルの現れないハンドル分解をもつ.✒ ✑
ϕ2の取り方から f5#ϕ2f5の全空間は単連結となるが, 一方, Usherの定理より

極小である. Kirby図式を用いると 1ハンドルを消去できることがわかる.

さて, 定義 4.1で見たように, ファイバー和のモノドロミーは positive relatorの
共役と積で表される. つまり, positive relatorの作り方は非常にわかりやすいも
のである. 一方, ファイバー和の全空間がどのような 4次元多様体であるかは, 一
般にはよくわからない. しかし, 特殊な状況においてはそれがわかる場合がある.

n � 1, g � 1とし, M(n, g) := Σg,0×S2
#4nCP2とおく. M(n, g)をΣg,0×S2の

2重分岐被覆の非特異化と考えることにより,種数2g+n−1のLefschetzファイバー
空間 fn,g : M(n, g) → S2が自然に定まる. K ⊂ S3を種数 gのファイバー結び目と
し, ϕK : Σg,1 → Σg,1をKのモノドロミーを与える微分同相とする. Σg,1をある方
法でΣ2g+n−1,0に埋め込むことにより, ϕKは微分同相ΦK : Σ2g+n−1,0 → Σ2g+n−1,0

に拡張される.

定理 4.10 (Fintushel-Stern [FS3])✓ ✏
　 2つの fn,g の ΦK によるファイバー和 fn,g#ΦKfn,g の全空間は, 楕円曲面
E(n)にKによる knot surgeryを施してえられる多様体E(n)Kに微分同相で
ある.✒ ✑
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Fintushel-Stern [FS2]による knot surgeryの定義を簡単に復習しておく.

K ⊂ S3を結び目とし, mをKのメリディアンとする. Kに沿って S3に係数 0

のDehn surgeryを施してえられる 3次元多様体をMK とし, m ⊂ MK とも考え
ることにする. Tm := m× S1はMK × S1の中の自己交叉数 0のトーラスである.

Xを単連結な 4次元閉多様体とし, T ⊂ Xを自己交叉数 0のトーラスとする. さ
らに, X − T も単連結であるとする. このとき, T, Tmの管状近傍N(T ), N(Tm)

を適当な方法で T 2 ×D2と同一視することにより, 4次元閉多様体

XK := (X − Int N(T )) ∪T 2×S1 (MK × S1 − Int N(Tm))

がえられる. これをK による knot surgeryをX に施してえられる多様体とよ
ぶ. 構成のしかたからXKは単連結であり, しかもXと同じ交叉形式をもつので,

Freedmanの定理よりXK はX に同相である. X,T に関する適当な条件の下で,

XK の Seiberg-Witten不変量はX のそれにK の (対称化された)Alexander多項
式∆K(t)を “掛けた”ものになることが知られている. 特に, ∆K1(t) �= ∆K2(t)で
あるような 2つの結び目K1, K2に対し, XK1とXK2は微分同相ではない.

定理 4.10は, positive relatorの共役と積が, ある状況の下では knot surgeryと
いう改変操作に対応することを示している. これは §3で観察した, 関係式による
置き換えと有理ブローダウンとの関係を思い起こさせる. それと同時に, ファイ
バー和の定義に現れる微分同相 ϕの取り方をいろいろと替えると, 非常にたくさ
んの 4次元多様体が現れうることを示している.

さて, Gurtas [Gu]は Lefschetzファイバー空間 fn,g : M(n, g) → S2のモノドロ
ミーに対応する positive relatorを具体的に求めた. ParkとYun [Yu],[PY]はそれ
を用い, 定理 4.10のファイバー和 fn,g#ΦKfn,gのモノドロミーを詳細に研究した.

特に, 一つのKに対するϕK (従って, ΦK)の取り方に不定性があることに着目し,

次の結果をえた.

定理 4.11 (Park-Yun [PY])✓ ✏
　n, gを正の偶数とし, Kを種数 gのファイバー結び目であるような 2橋結び
目とする. このとき, E(n)K は互いに同型でない種数 2g + n− 1の Lefschetz

ファイバー空間の構造を, 少なくとも 2つ以上もつ.✒ ✑
4次元閉多様体に定まる種数 2以上のLefschetzファイバー空間については,ファ

イバーの種数と全空間の微分同相類が同型類を決めるであろう,という予想があっ
た. 定理 4.11の例は, この予想が単連結な多様体に対してさえ成り立たないこと
を示している. 2010年 2月にYunに会ったとき, 彼は, 定理 4.11の “少なくとも
2つ以上”という箇所を “無限個”に変えた定理が成り立つと予想している, と話
していた. ファイバー構造と聞くと, 筆者などは剛性のような性質をつい期待し
てしまう (上の予想の背景にもそのような期待があったのかもしれない). しかし,

Lefschetzファイバー空間は, ファイバー束のようなものと考えるより, ハンドル
分解のようなものと考えたほうがよいのかもしれない.
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以上で見たように, ファイバー和という操作には, 多様なものを生み出す側面
と, 多様性を消し去る側面とがある. しかもそこには微分構造に関する微妙な現
象も含まれている. 4次元トポロジーらしい面白さがいろいろと詰まっているよ
うに感じるのは, 筆者だけであろうか.

謝辞　トポロジーシンポジウムにお招き下さった, 主催者の皆様に心より感謝を申し上げます.
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単体複体, 帰納極限と無限次元多様体に関する話題

酒井 克郎 (筑波大学 数理物質科学研究科)

この講演では, 単体複体と無限次元多様体との関係を解説すると
共に, フレッシェ空間 (完備距離付け可能な局所凸線形位相空間)
の帰納極限である LF 空間をモデルとする多様体に関する最近の
話題を紹介する.

1. 無限次元多様体
n 次元 (位相)多様体とは, n 次元ユークリッド空間 Rn に局所同相なパ

ラコンパクト空間のことであるが, Rnをその半空間 Rn−1× [0,∞)あるい
は n次元立方体 Inで置き換えれば ,境界を持つ n次元多様体が得られる.
Rn をヒルベルト空間 !2 で置き換えれば ,ヒルベルト多様体が得られ,ヒ
ルベルト・キューブ Q = [−1, 1] で置き換えれば ,ヒルベルト・キューブ多
様体が得られる. 空間 E に局所同相なパラコンパクト空間を E をモデル
空間とする多様体,あるいは, 単にE-多様体と呼ぶ. ヒルベルト多様体と
ヒルベルト・キューブ多様体は, !2-多様体と Q-多様体に他ならない. 1966
年に, R.D. Anderson [1]が !2と Qの擬内部 s = (−1, 1) (≈ R )が同相
であることの証明に成功してから, Andersonをはじめ D.W. Henderson,
J.E. West, T.A. Chapmanらを中心にこれらの多様体の研究がなされ, 無
限次元多様体の理論が構築されてきた. ヒルベルト多様体の理論は, 非可
算の稠密度 τ を持つヒルベルト空間 !2(τ) をモデルとする !2(τ)-多様体
にも拡張されている. 1980, 81 年には, H. Toruńczyk [25], [26] により,
Q-多様体と !2(τ)-多様体の位相的特徴付けが得られ, 両多様体論は一応
の完成をみた.
可分ヒルベルト空間 !2 における部分空間

!f
2 = {(xi)i∈ ∈ !2 |有限個の i ∈ N を除き xi = 0},

!Q
2 = {(xi)i∈ ∈ !2 |

∑
i∈ 2ixi < ∞}.

の特徴付け, およびヒルベルト立方体 Qにおける部分空間
σ = {(xi)i∈ ∈ (−1, 1) |有限個の i ∈ N を除き xi = 0},

Σ =
∏

i∈

[−1 + 2−i, 1 − 2−i]

の位相的特徴付けも Anderson [2] により与えられ, (!2, !
f
2) と (s, σ),

(!2, !
Q
2 ) と (s,Σ) がそれぞれ同相であること, B(Q) = Q \ s と表わす

1
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とき, (Q,Σ) と (Q, B(Q)) が同相であることが示された. その後, 1971
年に Chapman [5] により, (!2, !

f
2), (!2, !

Q
2 ), (Q, σ), (Q,Σ) と局所的に同

相な多様体対の特徴付けに拡張され, !f
2 -多様体と !Q

2 -多様体の !2-多様体
における部分空間としての特徴付け, および σ-多様体と Σ-多様体のQ-
多様体における部分空間としての特徴付けに拡張された. また, 1970 年
に West [28]によって, 非可分ヒルベルト空間 !2(τ) の標準正規直交基底
で張られる部分空間 !f

2(τ) および !f
2(τ)-多様体への拡張がなされた.

Toruńczykの Q-多様体と !2-多様体の特徴付けに対応するΣ-多様体と
σ-多様体の特徴付けは, 1984 年に J. Mogilski [15] によって得られたが,
さらに 1986 年に M. Bestvina との共同研究 [4] によって, Borel 集合の
各階層に対する普遍集合をモデルとする多様体の位相的特徴付けも得ら
れた.
距離付け可能ではないが, ユークリッド空間の増大列 R ⊂ R2 ⊂ R3 ⊂

· · · の帰納極限 R∞ をモデルとする R∞ 多様体も, 無限次元射影空間や
無限次元球面など考えるなら, 研究すべき自然な無限次元多様体である
1975 年に, R.E. Heisey によって, 可分バナッハ空間に有界弱 ∗位相を入
れた空間は, ヒルベルト・キューブの増大列Q ⊂ Q2 ⊂ Q3 ⊂ · · · の帰納
極限 Q∞ と同相になることが示され, その後, R∞ 多様体と Q∞ 多様体
の研究が, Heiseyをはじめ, Vo Thang Liem, K. Sakaiらによって進めら
れ, 1984 年には, K. Sakai [16]によって, これらの多様体の位相的特徴付
けが得られた.
完備距離付け可能な局所凸線形位相空間はフレッシェ空間と呼ばれる

が, Toruńczykのヒルベルト空間の特徴付けにより,どんなフレッシェ空
間も稠密度が同じヒルベルト空間と同相となる. フレッシェ空間の増大列
F ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ · · · (局所凸)線形位相空間のカテゴリーにおける帰納極
限を LF 空間と呼ぶ. ここでは, 狭義単調増加列の極限であるものに限定
する. R∞ も LF 空間であるが, 位相空間のカテゴリーにおける帰納極限
にもなっているという点では, 得意な例である. 1974 年, P. Mankiewicz
は可分 LF 空間は R∞ または, !2 と R∞ との直積 !2 ×R∞ のどちらかに
同相なることを示した. 当時は, まだ Toruńczyk のヒルベルト空間の特
徴付けが得られておらず,どんなフレッシェ空間も同じ稠密度のヒルベル
ト空間と同相になることは証明されていなかったが, 彼は,この結果を仮
定して, 非可分の稠密度を τ の LF 空間が, 直積 R∞× !2(τ) または,ヒル
ベルト空間の狭義増大列 !2(τ1) ⊂ !2(τ2) ⊂ !2(τ3) ⊂ · · · で supn∈ τn = τ
となるものの極限のどちらかに同相になることを示した. 前者は !2(τ)の
可算小箱積 ! !2(τ)と同相であり, 後者は小箱積 !n∈ !2(τn)に同相であ
る. しかしながら, 1999 年の T. Banakh [3] の論文までは, R∞ 以外の
LF 空間をモデルとした多様体の研究はなされて来なかった. LF 空間は
位相空間のカテゴリーにおける帰納極限ではないことと, 位相空間論的に
は箱位相と関係し , 取扱いが非常に厄介である. ここ数年, Banakh, Sakai
を中心に研究が行われてきたが, 未だに決定的な結果が得られていない.
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この講演では, 単体複体との関連において, 無限次元多様体に関する諸
結果と今後の課題についての解説を試みる.

2. 三角形分割
単体複体 K の弱位相を持つ多面体を |K|と表わし , 距離位相を持つ多

面体は |K|m と表わすことにする. K が局所有限であれば , 位相空間と
して |K| = |K|m となる. 無限次元多様体に関する三角形分割定理は以
下のようになる:

定理 1 (三角形分割定理). E が !2, Q, !f
2 あるいは R∞ のとき, M が

E-多様体であれば, 局所有限単体複体 K が存在して, |K|×E と同相に
なる. E が !2(τ) の場合には, 局所有限次元単体複体 K で各頂点 v にお
ける星状体 St(v, K)の頂点の濃度が高々 τ のものが取れて, |K|m×!2(τ)
と同相になる.

問題 1. E が R∞ 以外の LF 空間の場合, 上の三角形分割定理が成立す
るか?

2008 年 と 2011 年, K. Mine と Sakai の 2 つの共同研究 [12], [13] に
より, 以下が示された:

定理 2. E = !n∈ !2(τn) の場合, E-多様体 M が E の開集合と同相に
なるためには, 局所有限次元単体複体 K で K(0) の濃度が τ 以下で, 各
頂点 v における星状体 St(v, K) の頂点の濃度がある τn 以下となるもの
が取れて, M が |K|m × E と同相になることが必要十分である.

つぎの開埋蔵定理は, Henderson [7]によって 1970 年に証明された.

定理 3 (開埋蔵定理). 連結な !2(τ)-多様体は !2(τ) に開集合として埋め
込める.

LF空間をモデルとする多様体に関して, 三角形分割定理が成立すれば ,
この開埋蔵定理も成立することになり, 逆に, 開埋蔵定理も成立すれば,
三角形分割定理も成立することになる.

問題 2. E が R∞ 以外の LF 空間の場合, 連結な E 多様体は E に開集
合として埋め込めるか?

一般に, 単体複体 K の細分 K ′ は距離位相を保存しない. すなわち,
位相空間として |K|m = |K ′|m となるとは限らない. 位相空間として
|K|m = |K ′|m となる K の細分 K ′ を許容細分と呼ぶ. 重心細分は許容
細分である.

定理 4. 単体複体 K の細分 K ′ に関して, つぎは同値である:

(1) K ′ は K の許容細分である.
(2) 開星状体 O(v, K ′) が |K|m において, 開集合である.
(3) K ′(0) が |K|m において疎である.
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上の (1) と (2) の同値は Henderson [8] により 1975 年に得られたが,
これらと (3) の同値は Mine-Sakai [14] による.

1975 年に Henderson [8]は, つぎの定理を K が局所有限次元の場合に
示したが, 最近, Sakai [23]により K が一般の場合でも成立することが示
された.

定理 5. どんな単体複体 K においても, その距離多面体 |K|m の任意の
開被覆 U に対して, U より細かい K の許容細分 K ′ が存在する.

問題 3. 単体複体 K と L が互いに組み合わせ同値であれば, 互いに同
型となる K と L の許容細分 K ′, L′ が存在するか?

3. 無限次元組み合わせ多様体
充満単体複体とは,どんな有限個の頂点も単体を張っているような単

体複体のことであるが, 頂点の濃度が τ の充満単体複体を ∆(τ) で表す.
Sakai による R∞ の特徴付けと Mogilski による !f

2 の特徴付けにより,
|∆(ℵ0)|と |∆(ℵ0)|mはそれぞれ R∞と !f

2 に同相となることが分かる. こ
のことから, 単体複体 K において各頂点 v ∈ K(0) での星状体 St(v, K)
が ∆(ℵ0) と組み合わせ同値となれば, |K|は R∞-多様体となり |K|m は
!f
2-多様体となる. このような単体複体を組み合わせ ℵ0-多様体と呼ぶ.1

つぎの定理は, 1987 年に Sakai [17] により証明された:

定理 6. どんな R∞-多様体 (resp. !f
2-多様体) M に対しても, 組み合わせ

ℵ0-多様体 K が取れて, M は |K| (resp. |K|m) と同相になる.

また, 上の定理の逆, すなわち, つぎの定理も Sakai [22] によって示さ
れた.

定理 7. 単体複体 K の多面体 |K| (resp. |K|m) が R∞-多様体 (resp. !f
2 -

多様体) となれば, K は組み合わせ ℵ0-多様体となる.

予想 1. 非可算濃度 τ に対しても, |∆(τ)|m が !f
2(τ) と同相になる.

単体複体 K において各頂点 v ∈ K(0) での星状体 St(v, K)が ∆(τ) と
組み合わせ同値となるとき, K を組み合わせ τ -多様体と呼ぶことにする.

予想 2. どんな !f
2(τ)-多様体 M に対しても, 組み合わせ τ -多様体 K が

取れて, M は |K|m と同相になる.

問題 4. Rτ
f が線形位相空間になり |∆(τ)| と同相となるような位相を入

れることが出来るか?

この問題に関しては, R∞ の位相は箱位相と一致するので, 上の問題は
箱位相で成立するかどうかがまず問題となる.

1論文 [17] では, 組み合わせ ∞-多様体として導入された.
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2 つの単体複体 K, L の多面体 |K| と |L| が互いに同相であれば , K
と Lは互いに組み合わせ同値になるというのが単体複体に関する基本予
想であるが, 1970 年に J. Milnor [10] によって誤りであることが示され
た. 3 次元以下の組み合わせ多様体であるならば成立するが, 4 次元以上
であれば成立しないことは知られている. しかしながら, 無限次元の場
合, 組み合わせ ℵ0-多様体に関しては成立する. すなわち, つぎの定理が
1987 年に Sakai [17]により証明された:

定理 8. 2 つの組み合わせ ℵ0-多様体 K, L の多面体 |K| と |L| (あるい
は |K|m と |L|m) が互いに同相 (ホモトピー同値)であれば, K と L は
互いに組み合わせ同値になる.

予想 3. 上の定理は, 組み合わせ τ -多様体に関しても成立するか? ここ
で, τ は非可算濃度.

4. 完備化と局所コンパクト化
頂点集合の濃度が τ 以下の単体複体 K の距離位相を持つ多面体 |K|m

は,バナッハ空間 !1(τ)の部分空間として等距離に埋め込める. このとき,
|K| の !1(τ) における閉包を |K|"1 とすれば, |K|"1 は |K|m の完備化と
なる. 組み合わせ ℵ0-多様体の完備化に関して, 1987年に Sakai [20]によ
り示された:

定理 9. 組み合わせ ℵ0-多様体 K に対して, |K|"1 は !2-多様体である.

この定理の逆であるつぎの定理は Sakai [22]で示された:

定理 10. 単体複体 K に対して, |K|"1 が !2-多様体となるならば, K は
組み合わせ ℵ0-多様体である.

予想 4. 上の 2 つの定理は, 組み合わせ τ -多様体に関しても成立するか?
ここで, τ は非可算濃度.

各 n ∈ Nに対して I の点で第 n 座標が 1でその他の座標が 0となる
点を en と表わし , Q∗ = I \ {0}と表わすことにする. 可算無限単体複体
K に対して, K(0) = {en | n ∈ N}と同一視して, |K|m は Q∗ の部分空間
と見なすことができる. このとき, |K|の Q∗ における閉包を |K|Q∗ とす
れば , |K|Q∗ は |K|m の局所コンパクト化となる. (ここで, 0 ∈ I は |K|
の触点となることに注意せよ.) つぎの定理は 1987 年に Sakai [21] によ
り示された:

定理 11. 組み合わせ ℵ0-多様体 K に対して, |K|Q∗ は Q-多様体であり,
|K|Q∗ × [0, 1) は |K|Q∗ と同相である.

予想 5. 上の定理の逆も成立する. すなわち, |K|Q∗ が Q-多様体であり,
|K|Q∗ × [0, 1)は |K|Q∗ と同相であるならば , K は組み合わせ ℵ0-多様体
となる.
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[26] H. Toruńczyk, Characterizing Hilbert space topology, Fund. Math. 111 (1981),
247–262.
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位相的ブローアップについて

吉野 太郎

位相空間に対し ‘位相的ブローアップ’という操作を導入する. これは, (ある種の) 非ハウスドルフ
空間の位相を直感的に捕らえるのに有効な手法である. 非ハウスドルフ空間に対し, そのハウスドル
フ性を崩す要因となっている部分集合を定式化し, これを ‘ハウスドルフ性の傷’と呼ぶ. このとき,

位相的ブローアップは「X から傷 S を取り除き, 代わりに別の空間 Lを貼り付け, ハウスドルフ空
間を得る操作」と言うができる. このようにして得られる空間 X̃ は, 元の空間 X の位相情報を十分
に多く持っており, X̃ での収束によって, X での収束を仕方を表すことができる.

1 主結果
結果 1. 任意の位相空間に対し, 位相的ブローアップという操作を定義できる.

以下, 位相空間 X を位相的ブローアップして得られる位相空間を X̃ と記す.

定理 2. X が局所コンパクトならば, X̃ は局所コンパクトなハウスドルフ空間となる.

定理 3. X が局所コンパクトであり, S が X の傷ならば, (X̃, S)から X の位相を復元することが
できる.

2 ハウスドルフ性の傷
まず, 非ハウスドルフ空間に対し, そのハウスドルフ性を崩している部分集合を定式化しよう. X

を (非ハウスドルフな)位相空間とする.

定義 4. 次を満たす X の閉集合 S を X のハウスドルフ性の傷 (あるいは単に傷)と言う:

任意の異なる二点 x, y ∈ X に対し

{x, y} "⊂ S =⇒ xと y は開集合で分離できる.

感覚的には, 傷 S が小さいほど空間 X はハウスドルフに ‘近い’ と言える. また, 次は定義より明
らかである.

性質 5. (1) 傷 S の補集合はハウスドルフ空間である.

(2) 傷の族 {Sλ}の共通部分
⋂

λ

Sλ は, また傷となる.

(2) より特に最小の傷が存在する. 以下, 単に空間の傷といった場合, 最小の傷を念頭におく. ま
た, この話で扱う内容は任意のサイズの傷 S に対して正しいが, 実用的には, 位相的ブローアップは
次の例で見るような小さい傷を持つ空間に対し特に有効な手法である.

1
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3 例
例 6. Rの R4 への線形な作用を次で定める.

R −→ GL(4,R), t '−→
(

1 t
1
1 t
1

)
.

このとき, 商空間 X := R\R4 は, 次の二つの部分に自然に分かれる.

R :=










x
y
z
w



 ∈ X | (y, w) "= (0, 0)





, S :=










x
0
z
0



 ∈ X





.

ここで R (regular part)は 1次元の軌道全体の集合であり, S (singular part)は 0次元の軌道全体
の集合となる. X からの相対位相により, それぞれ R ( (R3 \ R) 及び S ( R2 となる. 位相空間
X は, 直感的には R の持つ ‘1次元の穴’の中に, 2次元の S を詰めた空間であり, 従って非ハウス
ドルフである.

ここで, S は X の (最小の)傷となっており, Rは X の稠密な部分集合である. 「傷の補集合が稠
密」という意味で, X の傷は ‘小さく’, X はハウスドルフに ‘近い’空間といえる.

4 素朴なアイデア
ブローアップの正確な定義を見る前に, 元となった素朴なアイデアを見ていこう. X を位相空間と
し, S をその傷とする. S の補集合を Rとすると, Rはハウスドルフ空間であり,

X = S )R

となる. 一方, X をブローアップした空間 X̃ は, 集合としては次のような形をしている:

X̃ = L )R.

ここで, Lは S のベキ集合 2S の部分集合である.

いま, R 内の点列 {xn}が S 内の点に収束している状況を考える. X はハウスドルフではないの
で, この点列の極限は一点とは限らない. そこで, (X の位相で)この点列の極限となり得る点全体の
集合を考え, これを !と記す. ここで, R ⊂ X̃ なので, {xn}は X̃ の点列とみなすことも出来る.

このとき, !は左の図では S の部分集合であるのに対し, 右の図では Lの一点となる. そこで, 次
のようなアイデアによって X̃ に位相を与えたい:

X̃ の位相において, 点列 {xn}は点 !に収束して欲しい.

但し, このアイデアはこのままではうまく行かない. 以下, このアイデアを修正することで, X̃ の正
確な定義に至ろう.

2
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5 フィルタ
‘点列の収束’は, 位相の情報を完全には反映できない. そこで, 点列の代わりにフィルタを用いる.

点列と同様に, フィルタに対しても収束という概念が定まる. そこで, フィルタ F の収束する点全体
の集合を F の極限集合と呼び, limF と記すことにする.

limF := {x ∈ X | F → x in X} .

また, 極限集合全体の集合を Lall と記す.

Lall := {limF | F は X の収束フィルタ } .

但し, F が収束フィルタであるとは limF "= ∅となることを言う.

いま, S が X の傷であるとし, R を S の補集合とすると, 任意のフィルタ F に対し, 次が成り
立つ.

limF ⊂ S or limF ⊂ R.

換言すれば, limF は S と R の両方にまたがることはない. また R のハウスドルフ性から,

limF ⊂ Rのとき, limF は一点集合 {r}である. 簡単のために, 以下 {r}を rと同一視すると, Lall

は集合として
Lall = L′ ) R.

と表せる. 但し, L′ := Lall ∩ 2S とおいた.

6 素フィルタ
素朴なアイデアに基づくと, ‘貼り付ける空間’として, 上記の L′ を用いれば良いように思える. し
かし, 以下で見るように, L′ では大きすぎて L′ ) Rに上手く位相を定めることができない.

観察 7. L′ ) R に「素朴なアイデア」で挙げたような位相が定められるとして, 矛盾を導く. いま
!1, !2 ∈ L′ を, !1 ∩ !2 "= ∅となるようにとり, Rの点列 {xn}, {yn}を, それぞれの極限集合が !1, !2

となるようにとる. ここで

zn =

{
xn (n is even)

yn (n is odd)

とおく. このとき, {zn}の極限集合は !3 := !1 ∩ !2 ∈ L′ となる. いま, L′ )Rの位相で, {zn}の収
束を考えると, その極限値は !3 となるはずだが, その部分列 {z2n}の極限値は !1 となってしまい矛
盾である.

ここでの敗因は, {zn}の部分列をとることで, 極限集合が変化してしまったことにある. そこで,

次のような概念を導入する.

定義 8. フィルタ F が素フィルタであるとは, より細かい任意のフィルタ F ′ ⊃ F に対し,

limF ′ = limF となることを言う.

ここで, ‘細かいフィルタ’は, 点列の言葉では ‘部分列’に相当する. 簡単に言えば, 素フィルタと
は, 細かくしても (部分列をとっても) 極限集合が変わらないフィルタと言える.

3
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注 9. 一般に F ′ ⊃ F ならば, limF ′ ⊃ limF が成り立つ. 従って, 素フィルタであることを言うた
めには, フィルタを細かくしても極限集合が増えないことを確かめれば十分である.

素フィルタの極限集合全体を

Lprime := {limF | F は収束する素フィルタ }

とおく. 次の補題は, 素フィルタが十分に多く存在する事を保証する.

補題 10. 任意のフィルタ F に対し, それより細かい素フィルタ F ′ が存在する.

7 代数幾何との類似
次の節で, 素フィルタの極限集合全体の集合 Lprime に位相を与え, これを位相的ブローアップと呼
ぶ. その前に, この節では代数幾何との類似を見ておこう. Lall は集合族であるから, 包含関係によ
り半順序を定めることができる. この順序による極大元を極大極限と呼び, その全体の集合を Lmax

と記す.
Lmax :=

{
! ∈ Lall | !は極大極限

}
.

ここで, Lprime の元を素極限と呼ぶことにすれば, 注 9 と補題 10により次が成り立つ.

命題 11. 任意の極限集合 !に対し, それを含む素極限 !′ が存在する.

従って特に

命題 12. 極大極限は素極限である.

これにより, 次のような類似を見て取れる.

位相的ブローアップ 代数幾何
極限集合 ↔ イデアル
素極限 ↔ 素イデアル
極大極限 ↔ 極大イデアル

代数幾何においては, 素イデアル全体の集合に位相を与えた空間が重要な考察対象であった. 位相的
ブローアップにおいてもこれと同様に素極限全体の集合 Lprime に位相を与える.

8 位相的ブローアップの定義
Lprime には「素朴なアイデア」に基づいた自然な位相を定めることができる. X̃ は Lprime にこの
位相を与えた空間として定義する. 以下, Lprime に位相を定義しよう.

まず, ! ∈ Lprime に対し,

Ω" := {F : X の素フィルタ | limF = !}

とおく. そして, 開集合 U ⊂ X に対し,

U# := {! ∈ Lprime | 任意の F ∈ Ω" に対し, U ∈ F} .

4
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とする. さらに
β :=

{
U# ⊂ Lprime | U は X の開集合

}

とする. このとき,

補題 13. β は Lprime の開基の公理を満たす.

そこで, Lprime に β を開基とする位相を与え, これを X̃ と定める.

定義 14. 上記の手続きによって得られる位相空間 X̃ を, X を位相的ブローアップした空間と言う.

このとき, 次が成り立つ.

定理 15. X が局所コンパクトならば, X̃ は局所コンパクトなハウスドルフ空間である.

9 位相的ブローアップの直観的意味
位相的ブローアップは, 定義上は元の空間の傷に依存せずに定まる. しかし, 元の空間の傷を考え
ることで, ブローアップした空間を理解し易くなる. 今, 位相空間X の傷を S とし, その補集合を R

と記す. 第 5節で見たことと同様の議論により,

X̃ = L )R

とみなすことができる. ただし, L ⊂ 2S である. このとき, 次が成り立つ.

補題 16. Rは X̃ の開集合であり, X̃ から Rへの相対位相は X から Rへの相対位相に等しい.

補題 17. Rが X で稠密ならば, Rは X̃ でも稠密である.

このことから, ブローアップは, 元の空間 X = S )Rから, S を取り除き, 別の空間 Lを貼り付け
る操作とみなすことができる.

10 ブローアップの例
第 3節で挙げた例に対し, X̃ がどのような空間となるかを具体的に見てみよう. この例では, 貼り
付ける空間 Lは次で与えられる.

L :=
{
! ⊂ S | !は S(( R2)内の直線

}

このとき, Lは次のような意味で, メビウスの帯と同相な位相を持つ.

−→

R2 内の直線は, t(0, 0, 1)を通る R3 内の平面と自然な対応がある (但し, 水平な平面は除く). この
平面の法線ベクトルを考えることで RP2 \ {一点 }への対応が定まる. ここで, RP2 \ {一点 }はメ
ビウスの帯である. このメビウスの帯 Lが R(( R3 \ R)にどのように張り付くかを見ていこう. R

5
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は R3 から円柱 D2 × Rを取り除いたものとみなすことができる. 円柱を取り除いた部分に, 自然に
円環 S1 × Rを貼り付けることができる. 円環を原点対称な点で同一視することで, メビウスの帯を
得る.

ブローアップした空間 X̃ は, このようにして Rに Lが張り付いた空間となる. このとき, 確かに
X̃ は局所コンパクトなハウスドルフ空間となっている.

11 一点コンパクト化
この節以降, X は常に局所コンパクトであると仮定する. 従って特に, ブローアップした空間 X̃

は局所コンパクトなハウスドルフ空間である. ここで, X̃ を一点コンパクト化した空間について考え
てみたい. まず, 次が成り立つ.

命題 18. 次の 3条件は同値である.

(a) X が非コンパクト,

(b) X̃ が非コンパクト,

(c) limF = ∅となる X の素フィルタ F が存在する.

そこで, L∗prime を次で定める.

L∗prime := {limF | F は X の素フィルタ } .

Lprime の定義では, limF = ∅となるフィルタ F は排除していたが, この定義では, そのようなフィ
ルタも含めていることに注意. 従って, 命題 18より次がわかる.

L∗prime =

{
Lprime (X がコンパクト)

Lprime ∪ {∅} (X が非コンパクト)

ここで, L∗prime に Lprime と同様の方法により位相を定めた空間を X̃∗ と記すと, 次が成り立つ.

命題 19. X が非コンパクトであるとき, X̃ を一点コンパクト化した空間は X̃∗ と同相である. 特
に, X̃∗ はコンパクトハウスドルフ空間である.

ここで, ∅ ∈ X̃∗ が, 新しく付け加えた点に対応する. 一点コンパクト化は, 感覚的には「収束し
ない点列 (フィルタ) に極限値を与えたもの」であるから, この対応は確かに感覚に即したものと言
える.

12 元の空間の復元
この節では, ブローアップした空間が, 元の空間の位相の理解にどのように役に立つのかを見て行
きたい.
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ハウスドルフ空間 X̃ が非ハウスドルフ空間 X の位相を表していることを直観的に見るために,

「部分集合への収束」という概念を導入しよう. T を位相空間とし, Aをその部分集合とする.

定義 20. T の点列 {an}が部分集合 Aに収束するとは, A ⊂ U となる任意の開集合 U に対し, 十
分大きな nが xn ∈ U を満たすことを言う.

定義 21. T のフィルタ F が部分集合 A に収束するとは, A ⊂ U となる任意の開集合 U に対し,

U ∈ F となることを言う.

Aが一点集合 {a}のとき, Aへの収束は普通の意味で aに収束することと同値である. 一方, 一般
の場合は部分集合 Aへの収束は一点への収束より弱い条件である. 例えば「A内の異なる 2点に交
互に近づく」ような点列はどの点にも収束しないが, Aには収束する. 今, x ∈ X に対し

τ(x) :=
{
! ∈ X̃ | x ∈ !

}

と定める. このとき, 次が成り立つ.

命題 22. τ(x)は X̃ のコンパクト閉集合である.

また, S を X の傷としその補集合を Rとしたとき:

命題 23. Rの点列 (またはフィルタ)に対し, 次は同値である.

X の位相で点 xに収束する ⇐⇒ X̃ の位相で集合 τ(x)に収束する

ここで, X̃ はハウスドルフであるが, 二つの異なる部分集合 A,B が交わりを持てば, A,B に同時
に収束する点列 (またはフィルタ)が存在することに注意. このことにより, ハウスドルフ空間によっ
て, 非ハウスドルフ空間の収束の様子を表すことができる.

13 貼り合わせ写像
次に, 元の空間の復元を厳密に定式化したい. そのために, 貼り合せ写像を導入する. いま, 集合X

が X = A ) B と非交和で書けているとする. X に位相が定まれば, 相対位相により A,B に位相が
定まる. しかし, 逆に A,B に位相が定まっても X の位相は一意には定まらない. すなわち, X の位
相を定めるには “Aと B のつながり方”を指定する必要がある. 標語的には

(X の位相) = (Aの位相) + (B の位相) + (Aと B のつながり方)

となる. この “Aと B のつながり方”は, 貼り合わせ写像 (定義 25)によって表すことができる. す
なわち, 標語的には

{Aと B のつながり方全体 } 1:1←→ {貼り合わせ写像全体 }

となる.

以下 A,B の位相を固定し, X := A )B とおく.

設定 24. X の位相として, 次の条件を満たすものを考える.

(i) X の位相の Aへの制限は Aの元の位相と等しい.
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(ii) X の位相の B への制限は B の元の位相と等しい.

(iii) Aは X の開集合である.

OA,OB をそれぞれ A,B の開集合全体からなる集合とする.

定義 25. 次の 3条件を満たす写像 µ : OA → OB を貼り合わせ写像 (patching map)と言う.

(i) µ(A) = B,

(ii) µ(U ∩ V ) = µ(U) ∩ µ(V ),

(iii) U ⊂ V ⇒ µ(U) ⊂ µ(V ).

定理 26. 次の自然な一対一対応が存在する.

{設定 24を満たす X の位相 } 1:1←→ {貼り合わせ写像 µ : OA → OB}

この定理は, 以下の補題から分かる.

補題 27 (定理の → の対応). X に設定 24 を満たす位相が定まっているとし, この開核作用子を
IntX と記す. このとき,

µ(U) := B ∩ IntX(B ) U) (U ∈ OA)

で定まる写像 µ : OA → OB は貼り合わせ写像である.

補題 28 (定理の←の対応). µを貼り合わせ写像とする. このとき次で定まる X の位相は設定 24

の条件を満たす.

U ⊂ X に対し, UA := U ∩A, UB := U ∩B とおいたとき:

U が X の開集合 def⇐⇒ UA ∈ OA かつ UB ∈ OB かつ UB ⊂ µ(UA).

ここで, 上記 2つの補題により定まる対応は互いに逆対応である.

注 29. 任意の U ∈ OA に対し, µ(U) := B と定めると, これは貼り合わせ写像となる. これを自明
な貼り合わせ写像と言う. このとき, 次が成り立つ.

X において B が開集合 ⇐⇒ 貼り合せ写像が自明.

すなわち, このとき Aと B は非連結となる.

14 空間の復元の厳密な定式化
貼り合わせ写像を用いて, (X̃, S)から X が復元できる様子を見ていこう. いま, X = S ) Rであ
り, S,Rの位相は既に分かっているので, 貼り合わせ写像 µ : OR → OS を与えれば, X の位相が復
元できる. 一方 X̃ = L)Rであるので, 貼り合わせ写像 µ̃ : OR → OL を考えることができる. この
とき, 次が成り立つ.

定理 30. 次で定める写像 µは, X の貼り合わせ写像となる.

µ(U) :=
⋃

"∈µ̃(U)

! (U ∈ OR)
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15 動機
等質空間 G/H と, それに作用する不連続群 Γが与えられると, 商多様体 Γ\G/H が定まり, これ
は Clifford-Klein形と呼ばれる. このとき, Γの作用を ‘変形’を考えることで, 自然に Clifford-Klein

形の変形空間 T (Γ, G,H)が定義される. 一般にこの変形空間は非ハウスドルフ空間となってしまう
が, その非ハウスドルフ性はそれほど酷いものではない [K93, KN06, BKY08]. 著者は, こういった
非ハウスドルフな変形空間を理解するために, 位相的ブローアップを定式化した.

16 Appendix

第 13節において, X = A ) B と書いたとき Aは X の開集合であると仮定していた. このため,

Aと B は非対称である. この節では, Aが開集合であるという仮定を外し, Aと B を対等に取り扱
うことを考える. これは, 位相的ブローアップの議論と直接は無関係だが, 貼り合せ写像をより一般
的な設定で定式化するために, このようなことを考えてみたい. 以下, A,B を位相空間とし, 次の設
定を考える.

設定 31. X の位相として, 次の条件を満たすものを考える.

(i) X の位相の Aへの制限は Aの元の位相と等しい.

(ii) X の位相の B への制限は B の元の位相と等しい.

このとき, “Aと B のつながり方”を表すには双方向の貼り合せ写像

µB,A : OA → OB , µA,B : OB → OA

を用いて, 次の互換性を仮定する必要がある.

定義 32. 双方向の貼り合せ写像 (µB,A, µA,B)が互換であるとは, 次の 2条件を満たすことを言う.

(a) U ⊂ µA,B(µB,A(U)) (U ∈ OA),

(b) U ⊂ µB,A(µA,B(U)) (U ∈ OB).

注 33. 写像 µ : OA )OB → OA )OB を

µ(U) :=

{
µB,A(U) (U ∈ OA)

µA,B(U) (U ∈ OB)

によって定めると, 互換性の条件は次のように書ける.

U ⊂ µ2(U) (U ∈ OA )OB)

定理 34. 次の自然な一対一対応がある.

{設定 31を満たす X の位相 } 1:1←→ {互換な貼り合せ写像 }

補題 35. X に設定 31を満たす位相が定まっているとし, この開核作用子を IntX と記す. このとき

µB,A(U) := B ∩ IntX(B ) U) (U ∈ OA)

µA,B(U) := A ∩ IntX(A ) U) (U ∈ OB)
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で定まる写像は互換な貼り合せ写像となる.

補題 36. (µB,A, µA,B) を張り合わせ写像とする. このとき次で定まる X の位相は設定 31の条件
を満たす.

U ⊂ X に対し, UA := U ∩A, UB := U ∩B とおいたとき:

U が X の開集合 def⇐⇒ UA ∈ OA かつ UB ∈ OB かつ UB ⊂ µB,A(UA) かつ UA ⊂ µA,B(UB)

ここで, 上記 2つの補題により定まる対応は互いに逆対応である. また, (µB,A, µA,B)の片方が自
明ならば, このペアは常に互換である. 例えば µA,B が自明ならば, Aが X の開集合, これはちょう
ど第 13節の場合に相当する.
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ゲージ群のAn-型の有限性

蔦谷充伸
京都大学大学院理学研究科

1 はじめに
本稿では，主束のゲージ群を「An-同値」という「位相群の同型」よりも弱い同値関係で分類す

るときに起こる現象を紹介する．
まず，この問題の歴史を概観しておく．[Mas90]によりゲージ群の「ループ空間」（一般に言う

「ループ空間」の一般化にあたる代数的位相幾何学における空間の概念である）としての同値（A∞-
同値）に関する研究がなされたのが著者の知る限りで最も古いものである．続いて，ホモトピー
同値（A1-同値）で分類が研究がなされたのは [Kon91]である．そこで初めて本稿の中心テーマで
ある「有限性」が示唆された．その後，[CS00]において H-同値（A2-同値）に関して一般的な条
件下での有限性を主張する定理が証明された（本稿の主結果はこの結果の直接の一般化である）．
それ以降，種々の主束のゲージ群についてホモトピー型やループ空間としての分類を与える研究
がいくつかなされている．
本節では本稿の主結果の大まかな様子を説明する．以下で現れる用語は後で詳しく述べる．

1.1 ゲージ群

位相群Gと位相空間 Bを固定する．このとき，B上の主G-束 Pに対し，Pのゲージ群と呼ばれ
る位相群 G(P)が決まる．我々が調べたいのは，Pを動かしたときに G(P)としてどのような位相
群が現れるのか，ということである．

1.2 An-同値

「An-同値」（n = 1, 2, · · · ,∞）という位相群の間の同値関係がある．位相群Gと Hが位相群と
して同型ならば An-同値となる，という弱い同値関係になっている．さらに，n > mのとき，Gと
Hが An-同値ならば Am-同値となり，A1-同値とは（演算を考えずにただの位相空間として）ホモ
トピー同値ということに他ならない．ちなみに，An-同値の「A」は “associativity”（結合性）の頭
文字から来ている．

1.3 主結果

これらの用語を用いれば，主結果は次のように書かれる．

定理 ([T-1]) 連結コンパクト Lie群Gと有限 CW複体 Bを固定する．すると，n < ∞のとき，An-
同値という同値関係で割って得られる商集合

{ G(P) | P : B上の主G-束 }/An-同値
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は有限集合である．

主束として同型ならばゲージ群は同型となる．したがって B上の主G-束の同型類そのものが有
限個しかないようなGと Bに対してはこの定理の主張は自明である．しかし，主束の同型類はし
ばしば無限個あるので，その点で非自明な主張となっている．
また，この定理は n = 1, 2の場合は [CS00]の結果であり，証明の方針も基本的には同様になっ

ている．ただし，An-同値はホモトピー同値や H-同値に比べると複雑な概念であり，証明を拡張す
る際にはその取り扱いに注意を払う必要がある．

2 ゲージ群の定義
Gを位相群，Bを位相空間とし，B上の主G-束 Pを考える．主束の定義等は割愛する．Pの自
己束写像 P→ P（ここでは連続なものを考える）であって，底空間に恒等写像 B→ Bを誘導する
ものを Pのゲージ変換という．ゲージ変換全体のなす集合を G(P)と書くと，G(P)は合成に関し
て群になる．さらにこの群G(P)にコンパクト開位相を入れると，位相群となる．この位相群G(P)
を Pのゲージ群（あるいはゲージ変換群）という．

注意 1 ここではゲージ変換として連続なものを考えたが，Gや Bがなめらかな多様体で Pがなめ
らかな主束のときはゲージ変換もそれに応じてなめらかなものを考えることができる．このとき，
なめらかなゲージ変換のなすゲージ群から連続なゲージ変換のなすゲージ群への包含写像がある
が，これは準同型写像でかつ弱ホモトピー同値写像になっている．このことから，本稿の内容に
ついては本質的にはどちらで考えても差は無いと思ってよいと言える．

3 位相群の間の An-写像と An-同値
3.1 An-写像

Gと Hを位相群とする．記号の簡略化のため I = [0, 1]（単位閉区間）と書く．また，この節で
は n = 1, 2, · · · あるいは n = ∞とする．

定義 3.1 ([Sta63b]) 連続写像 f : G → H が An-写像であるとは，次を満たす連続写像の族 { fi :
Ii−1 ×Gi → H}ni=1が存在することである．

(i) f1 = f

(ii) fi(t1, · · · , ti−1; g1, · · · , gi) =


fi−1(t1, · · · , t̂k, · · · , ti−1; g1, · · · , gkgk+1, · · · , gi) (tk = 0)
fk(t1, · · · , tk−1; g1, · · · , gk) fi−k(tk+1, · · · , ti−1; gk+1, · · · , gi) (tk = 1)

ここで t̂kは tkを除くことを意味する．また，この { fi}ni=1を f の An-形式という．

n > mのとき， f が An-写像ならば，その An-形式 { fi}ni=1から Am-形式 { fi}mi=1が得られるので， f
は Am-写像でもある．
連続写像 f : G → H が An-写像であるとはどういうことか，nが小さいときの場合を考えてみ

る．まず，n = 1のときは何も条件はない，ただの連続写像である．n = 2のときは f に対し次の
条件を満たすホモトピー f2 : I ×G2 → Hがあるということである．

f2(t1; g1, g2) =


f (g1g2) (t1 = 0)
f (g1) f (g2) (t1 = 1)
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すなわち，「かけてから f で写す写像」と「 f で写してからかける写像」がホモトープであるという
ことに他ならない．これは群準同型写像の条件を up to homotopyにした概念であると言える．ち
なみにこのような写像 f は古典的には H-写像と呼ばれている．
つづいて n = 3の場合を考えてみる． f が A3-写像であるとする．すると上のようなホモトピー

f2 : I ×G2 → Hが存在する．さらに連続写像 f3 : I2 ×G3 → Hが存在して，次の条件を満たす．

f3(t1, t2; g1, g2, g3) =




f2(t2; g1g2, g2) (t1 = 0)
f (g1) f2(t2; g2, g3) (t1 = 1)
f2(t1; g1, g2g3) (t2 = 0)
f2(t1; g1, g2) f (g3) (t2 = 1)

これをG3 → Hなる写像のなす空間の中で絵を描くと次のようになる．

ただし各点は (g1, g2, g3) ∈ G3の写る先によって写像を表し，t1, t2 ∈ Iはこの写像空間内に描かれ
た曲線のパラメータを表す．上のように， f3は正方形 I2の周 ∂I2上ではどういう写像G3 → Hを
与えるかが決まっているが，その内部においては特に条件を課していない．したがって，上の条
件を満たす ∂I2 ×G3 → Hが I2 ×G3 → Hに拡張できるとき， f は A3-写像であるというのである．
ここで，一般にこのような f3が存在するかどうかは， f2のとり方に依存することを注意しておく．
nがより大きい場合も n = 3の場合と同様である．つまり，An−1-形式 { fi}n−1i=1 に対し { fi}ni=1 が

An-形式となる fn : In−1 × Gn → H が存在することは，{ fi}n−1i=1 によって決まる ∂I
n−1 × Gn → H が

In−1 ×Gn → Hに連続写像として拡張できることと同じである．もちろんこの問題の答えは An−1-
形式 { fi}n−1i=1 のとり方に依存する．
これらは「 up to homotopyでどのくらい結合性を保っているか」ということを表していると解

釈されるべき条件である．このような条件によって An-写像は定義される．

例 1 連続写像 f : G → Hが群準同型写像であるとき，f は A∞-写像である．実際，fi : Ii−1×Gi → H
を fi(t1, · · · , ti−1; g1, · · · , gi) = f (g1 · · · gi)のように Ii−1 の成分には依存しないように定義しておけ
ば，{ fi}∞i=1が f の A∞-形式になっていることは容易に確認することができる．

Kもまた位相群のとき， f : G → Hと f ′ : H → Kがともに An-写像ならば，その合成 f ′ ◦ f も
また An-写像となることが具体的に An-形式を作ることにより確認できる．

3.2 An-同値写像

再びGと Hを位相群とする．

3
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定義 3.2 連続写像 f : G → Hが An-写像でかつホモトピー同値写像であるとき， f は An-同値写像
であるという．Gと Hの間に An-同値写像が存在するとき，Gと Hは An-同値であるという．

f : G → Hが An-同値写像であるとき，実はそのホモトピー逆写像 f ′ : H → Gもまた An-写像と
なることが知られている．したがって f ′も An-同値写像である．このことと An-写像の合成が再び
An-写像になることから，An-同値が位相群の間の同値関係になっていることがわかる．位相群の同
型写像は A∞-写像でかつ同相写像であるから，Gと Hが同型ならば A∞-同値である．また，n > m
のとき，Gと Hが An-同値ならば Am-同値であることも明らかである．特に A1-同値はただのホモ
トピー同値である．

例 2 足し算により Lie群と思ったユークリッド空間 Rnは単位群と A∞-同値．

例 3 直交群 O(n)と実一般線形群GL(n, R)は A∞-同値．

4 主結果
用語をすべて用意したところで，もう一度主結果を思い出す．

定理 ([T-1]) 連結コンパクト Lie群Gと有限 CW複体 Bを固定する．すると，n < ∞のとき，An-
同値という同値関係で割って得られる商集合

{ G(P) | P : B上の主G-束 }/An-同値

は有限集合である．

ここで，n = ∞が除外されているが，反例が実際に存在する．最初に述べたように，もちろん主
束の同型類が有限個ならゲージ群の同型類も有限個，したがって A∞-同値類も有限個となる．と
ころが，G = SU(2), B = S 4の場合には主束のゲージ群には無限個の相異なる A∞-型が存在するこ
とが [Mas90]によって示されている．
また，Gが可換 Lie群の場合は，後で述べるように，主束によらずすべてのゲージ群が同型に

なる．

5 G = SU(2), B = S4の場合
ここでは具体例としてGが 2次特殊ユニタリ群 SU(2)，Bが 4次元球面 S 4の場合を考える．SU(2)

は非可換単連結コンパクト Lie群としては最も簡単なものであり，S 4はその上の主 SU(2)-束で非
自明なものを持つ最も簡単な空間である．π4(BSU(2)) ( π3(S 3) ( Zであるから，S 4上の主 SU(2)-
束 Pは 〈c2(P), [S 4]〉 ∈ Zで分類される．そこで，S 4上の主 SU(2)-束 Pkを 〈c2(Pk), [S 4]〉 = kなるも
のとして定義する．ここで kは任意の整数を取りうる．
この設定の下では著者の研究よりも前に，A1-型，A2-型，A∞-型の分類が完成していた．その結

果をまずここに挙げておく．整数 a, bに対し，GCD (a, b)は aと bを割り切る最大の正の整数とす
る．ただし GCD (0, 0) = ∞とする．

定理 5.1 ([Kon91]) ゲージ群 G(Pk)と G(Pk′)がホモトピー同値となるための必要十分条件は

GCD (12, k) = GCD (12, k′)

である．したがって S 4上の主 SU(2)-束のゲージ群のホモトピー型は全部で 6個存在する．
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定理 5.2 ([CS00]) ゲージ群 G(Pk)と G(Pk′)が A2-同値となるための必要十分条件は

GCD (180, k) = GCD (180, k′)

である．したがって S 4上の主 SU(2)-束のゲージ群の A2-型は全部で 18個存在する．

定理 5.3 ([Tsu01]) ゲージ群 G(Pk)と G(Pk′)が A∞-同値となるための必要十分条件は |k| = |k′|，す
なわち

GCD (0, k) = GCD (0, k′)

である．したがって S 4上の主 SU(2)-束のゲージ群の A∞-型は全部で加算無限個存在する．

このように，すべて GCDに関する条件で書くことができる．A3以上についても，著者は部分
的に同様の結果を得ている．

定理 5.4 ([T-2]) 3 ≤ n < ∞のとき，次を満たす正の奇数 aoddn が存在する．kと k′ が奇数のとき，
ゲージ群 G(Pk)と G(Pk′)が An-同値となるための必要十分条件は

GCD (aoddn , k) = GCD (aoddn , k′)

である．

注意 2 kと k′の偶奇が異なるときは定理 5.1によりホモトピー同値ですらない．上記の定理で扱
いきれないのは kと k′がともに偶数のときである．

An+1-同値ならば An-同値であるから，aoddn は aoddn+1 を割り切ることがわかる．したがって，a
odd
n

の素因数分解を考えると，各指数は nに関して単調非減少である．さらに，aoddn の素因数分解の p
の指数は [2n/(p − 1)]以上であることがわかっている（[]はガウス記号）．特に p = 3の指数は n
であることがわかっている．また，nが小さいときの aoddn は次のような値がわかっている．

aodd1 = 3 aodd6 = 365372111131 = 638512875
aodd2 = 3251 = 45 aodd7 = 375372111131 = 1915538625
aodd3 = 335171 = 945 aodd8 = 385472111131171 = 488462349375
aodd4 = 345271 = 14175 aodd9 = 395473111131171191 = 194896477400625
aodd5 = 355271111 = 467775 aodd10 = 3

105573112131171191 = 32157918771103125

kとして偶数も考える場合には，単位元成分について次のような結果が得られている．

定理 5.5 ([T-2]) 3 ≤ n < ∞のとき，ゲージ群の単位元成分 Gid(Pk)と Gid(Pk′)が An-同値となるた
めの十分条件は

GCD (4naoddn , k) = GCD (4naoddn , k′)

である．また，
GCD (aoddn , k) = GCD (aoddn , k′)

は必要条件である．

最後に，自然に思いつくであろう予想を述べておく．

予想 5.6 3 ≤ n < ∞のとき，次を満たす正の整数 anが存在する．ゲージ群 G(Pk)と G(Pk′)が An-
同値となるための必要十分条件は

GCD (an, k) = GCD (an, k′)

である．
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6 証明の方針
この節は代数的位相幾何学の概念を多用する，多少専門家向きの内容となっている．以下でG

は連結コンパクト Lie群とする．

6.1 fibrewise topological groupの間の fibrewise An-写像

連続写像 π : E → Bとその切断 σ : B→ Eを考える．連続写像 µ : E ×B E → Eと ν : E → Eは
π ◦ µ = π′および π ◦ ν = πを満たすとする．ただし π′ : E ×B E → Bは Eの B上のファイバー積
とする．このとき，Eが B上の fibrewise topological groupであるとは，µを各 b ∈ B上のファイ
バーに制限した Eb × Eb → Ebで与えられる積によって，Ebが σ(b)を単位元とし，νによって逆
元を与えるような群となることである．これは，B上の位相空間の圏の中の group objectと言って
も同じことである．

定義 6.1 π1 : E1 → Bと π2 : E2 → Bを B上の fibrewise topological groupとし，連続写像 f : E1 →
E2は π2◦ f = π1を満たすとする．このとき連続写像の族 { fi : Ii−1×E×Bi1 → E2}ni=1が fibrewise An-写
像であるとは，これらを各ファイバーに制限した { fi : Ii−1 × (E1)bi → (E2)b}ni=1が f : (E1)b → (E2)b
の An-形式となることである．

特に E1と E2が Hurewicz fibrationのとき，各ファイバーのホモトピー同値を与える fibrewise An-写
像 E1 → E2を fibrewise An-同値写像という．このような写像が存在するとき，E1と E2は fibrewise
An-同値であるという．fibrewise An-同値は fibrewise topological groupの間の同値関係であること
が知られている．
fibrewise topological group Eの切断のなす空間 Γ(E)は，各点での値を掛け合わせることにより

演算を定義すると位相群となる．このとき，fibrewise topological group E1と E2が同型（各ファイ
バーの準同型を誘導する B上の同相写像 E1 → E2が存在する）ならば Γ(E1)と Γ(E2)は同型であ
ることがわかる．同様にして E1と E2が fibrewise An-同値ならば Γ(E1)と Γ(E2)も An-同値．

6.2 automorphism bundle (adjoint group bundle)

Pを B上の主G-束とすると，Gを内部自己同型による作用で左G-空間と思って得られる同伴束
aut Pは B上の fibrewise topological groupとなる．つまり，aut P = (P ×G)/G（Gの P ×Gへの作
用は (g, (u, x)) ,→ (ug−1, gxg−1)）は Bの恒等写像を被覆する連続写像 aut P×B aut P→ aut Pをもち，
この積により fibrewise topological groupとなる．特に，Gが可換なときは内部自己同型による作
用は自明となるので，aut Pは fibrewise topological groupとして B ×Gに同型．
このようなファイバー束を考える理由は，次のよく知られた命題である．

命題 6.2 Pが B上の主G-束のとき，Pのゲージ群 G(P)は Γ(aut P)に位相群として自然に同型．

このことから，G(P)の An-型を分類するには Γ(aut P)の An-型を分類すればよいことがわかる．
そして，Γ(aut P)の An-型が有限個しか存在しないこと（主結果）を証明するには，aut Pの fibrewise
An-型が有限個しかないことを示せば十分である．
また，特に G が可換なときは任意の Pに対しゲージ群 G(P)は Bから G への連続写像の全体

Map (B;G)に位相群として同型であることもわかる．
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6.3 fibrewise An-空間の分類定理

詳細は略すが， fibrewise topological groupやその間の fibrewise An-写像と同様にして，An-空間
[Sta63a]やその間の An-写像 [IM89]の fibrewise版を考えることができる．それらはここまで議論
してきた fibrewise topological groupの場合の一般化になっている．
fibrewise An-空間には次のような分類定理がある．

定理 6.3 ([T-1]) Hurewicz fibrationである fibrewise An-空間 En(G)→ Mn(G)が存在して，次を満た
す．
任意の Hurewicz fibrationである fibrewise An-空間 E → Bに対し，Eの各ファイバーがGに An-同
値ならば，ホモトープなものを除いてただひとつの連続写像 f : B → Mn(G)が存在して， f によ
る引き戻し f ∗En(G)は Eと fibrewise An-同値．

この f を Eの分類写像と呼ぶ．

6.4 fibrewise An-空間の fibrewise rationalization

E → Bを fibrewise An-空間とすると，Eの fibrewise rationalization Ē → Bは再び An-空間となる．
また， fibrewise rationalizationは分類定理に対して次の性質を持つ．

命題 6.4 ([T-1]) Gの rationalizationをG(0)と書く．このとき，連続写像 & : Mn(G)→ Mn(G(0))が存
在して，Ω& : ΩMn(G)→ ΩMn(G(0))は単位元成分の rationalizationを与え，次の性質を満たす．
任意の Hurewicz fibrationである fibrewise An-空間 E → Bに対し，Eの各ファイバーはGに An-同
値とする．このとき Eの分類写像を f : B→ Mn(G)とすると， fibrewise rationalization Ēの分類写
像は & ◦ f である．

Pを空間 B上の主G-束とする．aut Pの fibrewise rationalizationについては次が知られている．

命題 6.5 (本質的に [CS00]) aut Pの fibrewise rationalizationは fibrewise A∞-空間として自明，つま
り B ×G(0)と fibrewise A∞-同値．

したがってその分類写像は定値写像にホモトープである．

6.5 コファイバー列を使った議論

上の結果から，Bが連結（のときに示せば十分）有限 CW複体のとき，ホモトピー集合の間に
誘導される写像

&∗ : [B;Mn(G)]→ [B;Mn(G(0))]

の定値写像が代表するホモトピー類の逆像が有限集合であることを示せば，主結果が証明された
ことになる．ここで基点を考えないホモトピー集合で書いたが，基点を考えたホモトピー集合で
考えてもよい．なぜなら，弧状連結な空間への連続写像が定値写像にホモトープであるかどうか
は，基点を考えても考えなくても同じだからである．
まず B = S r（r次元球面）の場合を考える．r ≥ 2のときは，Ω& : ΩMn(G)→ ΩMn(G(0))が単位

元成分の rationalizationであることからすぐに示される．r = 1のときも少し議論すれば示される．
dim B ≤ 1のときは 1点か有限個の S 1の wedgeであるのでよい．Bと B′を連結有限 CW複体，

B′ → B→ S rをコファイバー列とし，

&∗ : [B′;Mn(G)]0 → [B′;Mn(G(0))]0
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の定値写像が代表するホモトピー類の逆像は有限集合であると仮定する．ここで [X;Y]0は Xから
Y への基点を保つ連続写像のホモトピー類全体を表すとする．このとき，次の図式が成立する．

[ΣB′;Mn(G)]0 !!

""

πr(Mn(G)) !!

""

[B;Mn(G)]0 !!

""

[B′;Mn(G)]0

""
[ΣB′;Mn(G(0))]0 !! πr(Mn(G(0))) !! [B;Mn(G(0))]0 !! [B′;Mn(G(0))]0

この図式において， 3列目以外の列は定値写像が代表するホモトピー類の逆像は有限集合である
（ 1列目は rationalizationの性質から）．このことを用いて 5-lemmaの証明に似た議論を行うこと
により， 3列目についても定値写像が代表するホモトピー類の逆像は有限集合であることがわか
る．ゆえに，この議論から帰納的に，任意の有限 CW複体 Bに対して求める結果を得る．
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Turaev’s theory of phrases

and it’s application to curves and links.

福永 知則
北海道大学理学研究院数学部門 学術研究員

1 序文
本講演では, V.Turaevにより導入された語のホモトピー理論に関する講演者の結果について述べる.

V.Turaevは 2005年頃, 論文 [15]において語のトポロジー理論を導入した. さらに, Turaevは論文 [16]

において, 語やフレーズのホモトピー理論の特殊化を考えると, 仮想結び目の理論や仮想糸の理論など
の, 既存の理論と同値なものになるということを示した. また, 語のホモトピーの理論は free knot の理
論とも関わりがあることが A.Gibson や V.O.Mantrovによって述べられている（[10], [14]）. したがっ
て,Turaevの語のホモトピー理論の研究の進展は, これらの結び目理論からの幾何学的対象の研究の進展
につながり, さらに語の理論によりこれらの幾何学的な対象を統一的に理解することにも役に立つと思
われる. 結び目理論における諸概念の語の理論による研究, 語の理論への拡張などについては, 例えば,

講演者は伊藤昇氏との共同研究により, 語の理論を用いた Khovanov homology 理論の研究などを行っ
た [5]. また, 講演者は結び目図式におけるひずみ度と交点数に関する不等式の語の理論への一般化など
も行った [7]. より多くの幾何学的な対象と語の理論を結びつけるための枠組みとして, Turaev の語の
homotopy 理論の一般化などについても研究をしている [6].

このように, Turaevの語の理論の応用については, 様々な可能性があり研究を行っているが, 今回の講
演では, 語のホモトピー理論の研究の一例として、語およびフレーズのホモトピーによる分類に関する
結果と, その曲面上の順序, 基点, 向き付き多成分曲線の安定同値による分類への応用について紹介した
いと思う.

2 nanoword, nanophrase とその homotopy

この sectionでは, 論文 [15], [16] において, Turaev によって導入された nanoword及び nanophraseに
ついて述べる.詳しいことは, [15], [16] 及び [17] を参照してほしい.

本論文では, alphabet とは有限集合のこととし, その元を letter と呼ぶことにする. alphabet A 上の
長さが kの word とは, 写像 w : {1, 2, · · · , k} → A の事とする（これを w(1)w(2) · · ·w(k) と記す）.

以下では α を involution τ : α → α 付きの alphabetとする. alphabet α に対して α - alphabet と
は, alphabet A と map | · | : A → α の組 (A, | · |) のことである. さて、ここでこのレポートの主役で
ある, étale word, étale phrase, nanoword そして nanophrase を定義する. まずは, étale word と étale

phrase を定義する.
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定義 2.1. α 上の長さ nの étale word とは α-alphabet A と, A 上の word の組 (A, w) のことである.

また α 上の長さ k の étale phrase とは, α-alphabet A と k 個の word (w1|w2| . . . |wk) の組のことで
ある.

α が A と等しく, τ が恒等写像のときは, これは通常の word 及び phrase とみなせることから、étale

word 及び étale phrsae は, 通常の word 及び phrase の一般化と思うことができる. étale phrase の中
で, 特に 1つの文字からなる étale phrase を monoliteral phrase とよぶ.

さて、語の理論を曲面上の曲線に応用するためには、次に定義する nanoword 及び nanophrase とい
うものを考えると都合が良い.

定義 2.2. α 上の長さ nの nanoword とは α-alphabet A と, A 上の word w : {1, 2, · · · , n} → A でA
の letter がもれなく 2回現れるものの組 (A, w) のことである. また α 上の長さ kの nanophrase とは,

α-alphabet A と k個の word (w1|w2| . . . |wk) の組で, (A, w1w2 · · ·wk) が nanoword となるもののこと
である.

なお, word 及び phrase で すべての letter がもれなく 2回現れるものは, それぞれ Gauss word 及び
Gauss phrse と呼ばれている. C.F.Gauss は, 今日では Gauss word と呼ばれている word を用いて, 平
面曲線のトポロジーを研究していた（[8]を参照）. Turaevは, 論文 [15], [16] において, 結び目理論に
おける Reidemeister move のアナロジーで, nanoword 及び nanophrase に対して, S-homotopy と呼ば
れる同値関係を導入した. homotopy を定義する為に, まずは isomorhic と, S-homotopy move を定義
する.

定義 2.3. ２つの α 上の nanophrase (A1, (w1|w2| · · · |wk)) と (A2, (v1|v2| · · · |vk)) が isomorphic であ
るとは, 全単射 f : A1 → A2 で, |A| = |f(A)| for all A ∈ A1 かつ f ◦ wj = vj for all j ∈ {1, 2, · · · , k}
をみたすものが存在することである. また, この全単射 f を, isomorphism と呼ぶ.

定義 2.4. S を α×α×α の任意の部分集合とする. α 上の nanophrase の S-homotopy move (1) - (3)

とは, 次のような nanophrase の変形のことである: (1) (A, (xAAy)) を (A \ {A}, (xy)) に置き換える.

(2) |A| = τ(|B|) をみたすとき (A, (xAByBAz)) を (A \ {A,B}, (xyz)) に置き換える.

(3) (|A|, |B|, |C|) ∈ S をみたすとき (A, (xAByACzBCt)) を (A, (xBAyCAzCBt)) に置き換える.

ここで, x, y, z, t はそれぞれ A 上の word で, 記号 | が含まれていてもよいものとする.

以上の準備のもと, S-homotopic という同値関係の定義をする.

定義 2.5. ２つの α 上の nanophrase (A1, (w1|w2| · · · |wk)) と (A2, (v1|v2| · · · |vk)) が S-homotopic で
あるとは, 有限回の isomorphism と S-homotopy move 及びその逆 move によって, 互いに移りあえる
ときのことをいう.

特に S が　 α×α×αの対角線集合のとき, S-homotopyを単に homotopy と呼ぶことにする. Turaev

は 論文 [15] において, 文字数が 6以下の nanoword の homotopyによる分類を行った. ここでは, この
本論文の内容と関係する文字数が 4以下の nanoword の分類のみ紹介する.

定理 2.6 (Turaev [15]). w をα上の文字数が 4以下の nanoword とする. このとき w は ∅ と homotopic

であるか, またはwa,b := (A = {A,B}, ABAB) で |A| = a, |B| = b ∈ α かつ a &= τ(b) の形の nanoword

と isomrphicである. さらに a &= τ(b), のとき nanoword wa,b は ∅と homotopicでなく, かつ nanoword

wa,b と wa′,b′ が homotopic であるための必要十分条件は, a = a′ かつ b = b′ が成り立つことである.
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このレポートでは, 著者の定義した nanophrase の不変量を用いて, 文字数が 4以下の nanophrase を
長さの制限を付けずに homotopy により分類した結果を紹介する. 更に, étale phrase に関して, 長さが
4以下の monoliteral phrase の homotopy による分類結果を紹介する.

3 nanophrase の homotopy 不変量
このセクションでは, nanophaseの homotopy不変量について紹介する. 本論文の主結果である, letter

の数が 4以下の nanophrase分類と, letter の数が 4以下の monoliteral phrase の分類には, いくつかの
nanophrase の homotopy 不変量を用いるが, 本論文では (monoliteral phrase を分類するために) 新しく
定義した homotopy 不変量である, Ro 不変量のみ紹介する. また, この不変量は, 任意の α に対して定
義できるが, 今回は簡単のため, α が 1点集合の場合の定義のみ紹介する (分類を完成させるためには, α

が 1点集合のときの Ro 不変量の定義を知っていれば, 十分である). その他の nanophase の homotopy

不変量については, [1], [2], [3], [4], [5], [6], [9], [10], [11], [12], [15], [16] 及び [17] などを参照してほしい.

3.1 Ro不変量

nanophrase over the one-element set (A, P ) を考える. 記号 Al で, A の letter のうち, l 番目の
component に 2回現れる letter からなる集合をあらわすとする. このとき, letter X ∈ Al1 及び Y ∈ Al2

に対して, 　 dlP (X,Y ) ∈ Z/2Z を

dlP (X,Y ) = Card{Z ∈ Al1l2 |n(X,Z) = 1, n(Y, Z) = −1} mod 2

で定義し, さらにに整数 l1 と l2 に対して, deP (l1, l2) ∈ Z/2Z を

deP (l1, l2) = Card{(X,Y ) ∈ Al1 ×Al2 |dl(X,Y ) = 1} mod 2

と定義する. そして Ro(P ) を次のように定義する

Ro(P ) = (de(l1, l2))l1<l2 .

このとき, 次のことが成立する.

命題 3.1. Ro は, nanophrase over the one-element set の homotopy不変量である.

計算例は, 以下の通りである.

例 3.2. nanophrase

(P 2,2;l1,l2
a )d = (∅| · · · |∅|A12A13A14A12A23A24|∅| · · · |∅|A13A23A34A14A24A34|∅| · · · |∅)

に対して, Ro不変量を計算する. 以下この例では, P 2,2;l1,l2
a の desingularization (P 2,2;l1,l2

a )d を P と記
すことにする. まず,

dlP (A12, A34) = Card{A14} = 1

であることがわかり, 更に

deP (i, j) =





1 if (i, j) = (l1, l2),

0 otherwise
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となる.故に
Ro(P ) = e(l1,l2).

であることがわかる. なお, empty phrase に対しては, Ro((∅)k) は 0 と等しいことがわかる. 従って,

この計算例から, P 2,2;l1,l2
a は empty phrase と homotopic ではないことがわかる.

4 文字数が4以下の nanophrase のhomotopyによる分類

最初に, 文字数が 2 以下の nanophrase の分類結果を述べる. P 1,1;l1,l2
a := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2

Ǎ

|∅| · · · |∅) with |A| = a for 1 ≤ l1 < l2 ≤ k とおく.

定理 4.1 ([3]). P を長さ k で文字数が 2 以下の nanophrase とする. このとき P は (∅| · · · |∅) に
homotopic かまたは P 1,1;l1,l2

a for some l1, l2 ∈ {1, · · · k}, a ∈ α に isomorphic のいずれかである. さら
に, P 1,1;l1,l2

a と P
1,1;l′1,l

′
2

a′ が homotopic であるための必要十分条件は l1 = l′1, l2 = l′2 かつ a = a′ が成
り立つことである.

次に文字数が 4以下の nanophrase 分類定理を述べるために、いくつかの記号を準備する.

P 4;l
a,b := (∅| · · · |∅|

l
ˇABAB |∅| · · · |∅),

P 3,1;l1,l2
a,b := (∅| · · · |∅|

l1
ˇABA |∅| · · · |∅|

l2

B̌ |∅| · · · |∅),

P 2,2I;l1,l2
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

ǍB |∅| · · · |∅|
l2

ǍB |∅| · · · |∅),

P 2,2II;l1,l2
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

ǍB |∅| · · · |∅|
l2

B̌A |∅| · · · |∅),

P 1,3;l1,l2
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2
ˇBAB |∅| · · · |∅),

P 2,1,1I;l1,l2,l3
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

ǍB |∅| · · · |∅|
l2

Ǎ |∅| · · · |∅|
l3

B̌ |∅| · · · |∅),

P 2,1,1II;l1,l2,l3
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

B̌A |∅| · · · |∅|
l2

Ǎ |∅| · · · |∅|
l3

B̌ |∅| · · · |∅),

P 1,2,1I;l1,l2,l3
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2

ǍB |∅| · · · |∅|
l3

B̌ |∅| · · · |∅),

P 1,2,1II;l1,l2,l3
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2

B̌A |∅| · · · |∅|
l3

B̌ |∅| · · · |∅),

P 1,1,2I;l1,l2,l3
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2

B̌ |∅| · · · |∅|
l3

ǍB |∅| · · · |∅),

P 1,1,2II;l1,l2,l3
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2

B̌ |∅| · · · |∅|
l3

B̌A |∅| · · · |∅),

P 1,1,1,1I;l1,l2,l3,l4
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2

Ǎ |∅| · · · |∅|
l3

B̌ |∅| · · · |∅|
l4

B̌ |∅| · · · |∅),

P 1,1,1,1II;l1,l2,l3,l4
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2

B̌ |∅| · · · |∅|
l3

Ǎ |∅| · · · |∅|
l4

B̌ |∅| · · · |∅),

P 1,1,1,1III;l1,l2,l3,l4
a,b := (∅| · · · |∅|

l1

Ǎ |∅| · · · |∅|
l2

B̌ |∅| · · · |∅|
l3

B̌ |∅| · · · |∅|
l4

Ǎ |∅| · · · |∅),
with |A| = a, |B| = b. ただし, もし a = τ(b) ならば, P 4;l

a,b, P
2,2I;l1,l2
a,b 及び P 2,2II;l1,l2

a,b は (∅| · · · |∅)
と homotopic になることが容易にわかる. そこで, P 4;l

a,b, P
2,2I;l1,l2
a,b , P 2,2II;l1,l2

a,b と書いたときは, 常に
a &= τ(b) を仮定することにする.

以上の準備のもと, 文字数が 4以下の nanophrase の分類結果について述べる.
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定理 4.2 ([3]). P を長さ k で文字数が 4 以下の nanophrase とする. このとき P は文字数が 2

以下の nanophrase に homotopic かまたは PX;Y
a,b for some X ∈ {4, (3, 1), · · · , (1, 1, 1, 1III)}, Y ∈

{1, · · · , k, (1, 2), · · · , (k− 3, k− 2, k− 1, k)} に isomorphic のいずれかである. さらに PX;Y
a,b と PX′;Y ′

a′,b′

が homotopic であるための必要十分条件は X = X ′, Y = Y ′, a = a′ かつ b = b′ が成り立つことで
ある.

5 letterの数が 4以下の monoliteral phrase の分類
この letterの数が 4以下のmonoliteral phrase の分類について紹介する
Turaev は論文 [15]において, étale word の desingularization という操作を通して, étale word にも

homotopy という同値関係を定義した. この定義は、étale phrase に対しても自然に拡張できる.

定義 5.1. étale phrase (A, P )に対してAd を α-alphabet {Ai,j := (A, i, j)|A ∈ A, 1 ≤ i < j ≤ mP (A)}
with the projection |Ai,j | := |A| for all Ai,j とし, phrase P d を P から次のようにして得られる phrase

とする: まず重複度が 1 以下の letter を全て消去する. そして, 各 A ∈ A で重複度 mP (A) が 2 以上の
ものに対して, i 番目に出てくる A を 次で置き換える:

A1,iA2,i . . . Ai−1,iAi,i+1Ai,i+2 . . . Ai,mP (A).

得られた nanophrase (Ad, P d) を desingularization of (A, P )と呼ぶ.

定義 5.2. 2 つの étale phrase が互いに S-homotopic であるとは, それらの desingularization が
nanophrase として互いに S-homotopic であることと定義する.

Turaevは, 論文 [15]において, 文字数が 5以下の word に対して, (word を自然な方法で étale word と
みなして) homotopyによる分類を行った. ここでは, 文字数が 4以下の monoliteral phraseの homotopy

による分類結果を述べる. そのために, 次の記号を用意する: P 4;l
a := (∅| · · · |∅|

l

ǎ4 |∅| · · · |∅),

P 3,1;l1,l2
a := (∅| · · · |∅|

l1

ǎ3 |∅| · · · |∅|
l2
ǎ |∅| · · · |∅),

P 2,2;l1,l2
a := (∅| · · · |∅|

l1

ǎ2 |∅| · · · |∅|
l2

ǎ2 |∅| · · · |∅),

P 1,3;l1,l2
a := (∅| · · · |∅|

l1
ǎ |∅| · · · |∅|

l2

ǎ3 |∅| · · · |∅),

P 2,1,1;l1,l2,l3
a := (∅| · · · |∅|

l1

ǎ2 |∅| · · · |
l2
ǎ |∅| · · · |∅|

l3
ǎ |∅| · · · |∅),

P 1,2,1;l1,l2,l3
a := (∅| · · · |∅|

l1
ǎ |∅| · · · |

l2

ǎ2 |∅| · · · |∅|
l3
ǎ |∅| · · · |∅),

P 1,1,2;l1,l2,l3
a := (∅| · · · |∅|

l1
ǎ |∅| · · · |

l2
ǎ |∅| · · · |∅|

l3

ǎ2 |∅| · · · |∅),

P 1,1,1,1;l1,l2,l3,l4
a := (∅| · · · |∅|

l1
ǎ |∅| · · · |∅|

l2
ǎ |∅| · · · |∅|

l3
ǎ |∅| · · · |∅|

l4
ǎ |∅| · · · |∅),

P 1,1;l1,l2
a := (∅| · · · |∅|

l1
ǎ |∅| · · · |∅|

l2
ǎ |∅| · · · |∅),

P 3;l
a := (∅| · · · |∅|

l

ǎ3 |∅| · · · |∅),

P 2,1;l1,l2
a := (∅| · · · |∅|

l1

ǎ2 |∅| · · · |∅|
l2
ǎ |∅| · · · |∅),

P 1,2;l1,l2
a := (∅| · · · |∅|

l1
ǎ |∅| · · · |∅|

l2

ǎ2 |∅| · · · |∅),

P 1,1,1;l1,l2,l3
a := (∅| · · · |∅|

l1
ǎ |∅| · · · |

l2
ǎ |∅| · · · |∅|

l3
ǎ |∅| · · · |∅),
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但し a ∈ α であり, l, l1,l2,l3,l4 ∈ {1, · · · , k} は l1 < l2 < l3 < l4 をみたすとする. ここで, a = τ(a) の
ときは P 4;l

a 及び P 3;l
a は (∅| · · · |∅) と homotopic であることが容易に示せるので, P 4;l

a , P 3;l
a という記号

を用いたときは, 常に a &= τ(a) を仮定することにする.

また, a = τ(a) のとき, P 3,1;l1,l2
a と P 1,3;l1,l2

a は P 1,1;l1,l2
a に homotopic であることもわかる. 実際

(P 3,1;l1,l2
a )d = (∅| · · · |∅|A12A13A14A12A23A24A13A23A34|∅| · · · |∅|A14A24A34|∅| · · · |∅)

) (∅| · · · |∅|A13A12A14A23A12A24A23A13A34|∅| · · · |∅|A14A24A34|∅| · · · |∅)

) (∅| · · · |∅|A13A12A23A14A12A23A24A13A34|∅| · · · |∅|A24A14A34|∅| · · · |∅)

) (∅| · · · |∅|A13A14A24A13A34|∅| · · · |∅|A24A14A34|∅| · · · |∅)

) (∅| · · · |∅|A13A13A34|∅| · · · |∅|A34|∅| · · · |∅)

) (∅| · · · |∅|A34|∅| · · · |∅|A34|∅| · · · |∅)

) (P 1,1;l1,l2
a )d.

そこで, P 3,1;l1,l2
a , P 1,3;l1,l2

a と書いたときも, a &= τ(a) を仮定することにする.

以上の準備の下, 次の定理が成立する.

定理 5.3. P を 重複度 1の文字を含まない monoliteral phrase over α で, 文字数が 4以下のものとす
る. このとき, P は (∅| · · · |∅) と isomorphic であるか 以下の étale phrase のいずれかと homotopic で
ある: P 1,1;l1,l2

a , P 3;l
a , P 2,1;l1,l2

a , P 1,2;l1,l2
a , P 1,1,1;l1,l2,l3

a , P 4;l
a , P 3,1:l1,l2

a , P 1,3;l1,l2
a , P 2,2;l1,l2

a , P 2,1,1;l1,l2,l3
a

P 1,2,1;l1,l2,l3
a , P 1,1,2;l1,l2,l3

a , P 1,1,1,1;l1,l2,l3,l4
a for some l1, l2, l3 l4 ∈ {1, · · · , k} and a ∈ α. さらに, étale

phrase これらの monoliteral phrase たちが homotopic であるための必要十分条件は, それらが互いに
等しいことである.

6 曲面上の曲線のトポロジーへの応用
この section では, nanophraseの homotopyによる分類結果を, 曲面上の曲線論へ応用した結果の一

例を述べる. 曲線の安定同値に関する基本的な用語などは [3]や [16]などを参照してほしい.

V. Turaev は論文 [16] において, α0 = {a, b} と involution τ : a *→ b 上の長さ k の nanophrase の
homotopy 類は, 曲面上の k成分の基点, 順序, 向き付き曲線の安定同値類と one-to-one かつ onto に対
応することを示した. したがって, 上記の nanophrase の分類結果を α が α0 の場合に適用し同値類の個
数を数え上げると, 次の結果を得る.

系 6.1 ([1]). 最小交点数が 2以下の曲面上の 2成分の基点, 順序, 向き付き曲線の安定同値類は 19個
ある.

より一般に、次を示すことができる.

系 6.2 ([2]). k を正の整数とする. このとき最小交点数が 2以下の曲面上の k成分の基点, 順序, 向き付
き曲線の stable equvalence 類は 1 + 1

2k
2 + k3 + 1

2k
4 個

次に, étale phrase の homotopy による分類結果を述べるために, 曲面上の曲線に関する次の 2つの概
念を導入する. 曲面上の多成分曲線が irreducible であるとは, その曲線のすべての安定同値類の元が自
明な成分を持たないときをいう. また, 曲面上の多成分曲線がmonoliteral type であるとは, その曲線の
安定同値類が monoliteral phrase の desingularization に対応するときを言う. 以上の準備の元, 以下の
主定理の系が成立する.
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系 6.3. k を正の整数とする. このとき最小交点数が 6以下の曲面上の irreducible かつ monoliteral な
k 成分の基点, 順序, 向き付き曲線の stable equvalence 類は 26 個.

注意 6.4. Turaevは, 曲線と nanophrase の対応を具体的に与えている. したがって, nanophrase が与
えられれば, そこから対応する曲線を求めることも可能である.

7 おわりに
Turaevの語のトポロジーの理論はまだ比較的若い分野であり, 取り組むべき問題もたくさんあると思

われる. 2009年に東京工業大学で行われた研究集会「nanowords と virtual knots」では, 今後取り組む
べき問題や, 理論の発展の方向としてどのようなものが考えられるかを話し合う場が準備され, たくさん
の方々から貴重な意見が寄せられた. そこで議論された問題などは, [13] にまとめてあるので, 興味のあ
る方は参考にして頂ければ幸いである.
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Topology of invariant group orderings

伊藤　哲也 ∗

1 はじめに
今回の講演では、群Gの不変順序のなす空間 LO(G)のトポロジーについて述
べる。空間LO(G)のトポロジーは最近に研究が始まった新しい分野であり、今後
急速に発展していくことが期待されている。また群の順序や順序を持つ群の構造
を調べる際に有効な道具となるものと思われる。ここでは、群の順序のなす空間
LO(G)の基本事項の解説と講演者の結果の紹介を行う。

2 群の不変順序：定義と基本的な性質
この講演では高々可算な群のみを扱う。群G上の全順序<Gがすべてのg, a, b ∈ G

について a <G b ⇒ ga <G gbが成り立つとき（順序関係<GがG自身の左作用で
不変であるとき）<GをGの左順序と呼ぶ。群Gが左順序を持つとき、Gは多く
の特別な性質を持つ。

例 1. Gが順序付け可能ならば、Gは単位元 1以外の位数有限の元を持たない。g

を単位元ではないGの元とし、Gの左順序<Gをとる。1 <G gであれば、この不
等式に左から gをかけて g <G g2が得られる。同様にして、不等式の列

1 <G g <G g2 <G · · · <G gi <G gi+1 <G · · ·

が得られるので、すべてのN > 0について gN > 1、特に gN $= 1。1 >G gのとき
も同様にしてすべてのN > 0について gN $= 1が分かる。（逆は成り立たない：単
位元以外の位数有限の元を持たないが、左順序を持たないような群が存在する。）
これより、有限群は左順序を持たないことが分かる。

群の順序は、代数的に定義されたものだが、幾何学的には一次元力学系と深い
関係にある。

∗東京大学大学院数理科学研究科博士課程３年（特別研究員DC１)　　　　　　　　　　　　
　　 e-mail: tetitoh@ms.u-tokyo.ac.jp
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定理 1 (Folklore). Gが高々可算の群であるとき、Gが左順序をもつこととGが
実直線Rに向きを保つ同相写像として忠実に作用することは同値である。

Proof. Rには向きから定まる自然な順序<Rがあることに注意する。Gの左順序
<Gが与えられたとき、順序集合 (G,<G)を順序集合 (R, <R)の部分順序集合とし
て（部分群ではないことに注意）埋め込むことができる。すると、GのG自身へ
の（忠実な）左作用は Gの Rへの左作用へ拡張することができる。逆に、Gが
Rに作用しているとする。有理数の番号付けQ = {qi}i∈N をひとつとり、Gの順
序<を各 qiの gでの像の大小を比較することで定める。つまり、ある jが存在し
i < jでは g(qi) = g′(qi), g(qj) <R g′(qj)となる時に g < g′であると定める。する
とこれはGの左順序となる。

この定理より、Homeo+(R)の部分群（例えば自由群など）はすべて左順序を持
つ事が分かる。また、群の順序を調べる際に力学系の手法や考え方が有効である
こともわかる。実際に、Navas [8]により、力学系の手法を用いる事で群の後述す
る順序のなす空間 LO(G)の基本的な性質が調べられている。

注 1. 上の対応関係において、順序から作用を構成する際には (G,<G)の (R, <R)

への埋め込みの任意性が、作用から順序を構成する際には有理数の番号付けQ =

{qi}i∈N の任意性がある。従ってGの左順序とGのRへの作用は一対一に対応し
ているわけではない。

3 群の順序のなす空間
ここでは、群の順序全体のなす集合LO(G)上の位相について述べる。空間LO(G)

は、リーマン面・写像類群の理論におけるタイヒミュラー空間の類似として捉え
ると理論の目的や発展の方向を理解しやすいのではないかと思う。
まず、LO(G)に位相をどのように定義すればよいかを考える。感覚的には、二
つの順序<,<′が「近い」とは、大小関係が一致するようなGの元の組 (a, b)のな
すG×Gの部分集合が「大きい」として捉えられる。実際、もしこのような集合が
全体G×Gであれば、二つの順序<,<′は同じである。この考えを定式化しよう。
左順序<Gについて、そのPositive cone P (<G)を順序<Gについて単位元 1よ
りも真に大きくなるGの元全体

P (<G) = {g ∈ G | g >G 1}

として定義する。<Gが左順序であることから、P (<G)は次の二つの性質を持つ
ことが分かる。

LO1 : P (<G)は積について閉じている： g, g′ ∈ P (<G) とすると gg′ ∈ P (<G) 。
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LO2 :P (<G)−1 = {g−1 | g ∈ P (<G)} と定義するとGは３つの互いに共通部分を
持たない集合としてG = P (<G)

∐
{1}

∐
P (<G)−1と分解される。

逆に、性質LO1,LO2を満たすようなGの部分集合P について、Gの順序<P を
g <P g′ ⇐⇒ g−1g′ ∈ P により定義するとこれは Positive coneが P となるような
Gの左順序を定める。よってLO(G)はGの部分集合のなす集合 2Gの部分集合と
捉えることができる。この事から、LO(G)の位相は次のように定義すると良い事
が分かる。

定義 1 (Sikora [10]). ベキ集合 2Gの自然な位相（二点からなる離散集合の可算個
の直積位相）を考え、2Gを位相空間と考える。LO(G)の位相を 2Gの部分位相を
としてで定義する。

実際に空間 LO(G)の位相を扱うときには、LO(G)の位相を次のように記述す
ると良い。g ∈ GについてUg = {<G∈ LO(G) | 1 <G g}と定義する。LO(G)の位
相は {Ug}g∈Gを open-subbasisして定義される位相と一致する。
このように記述すると、LO(G)が普通の幾何学的トポロジーの対象である多様
体と幾分変わった性質を持つ事が簡単に観察できる。開集合Ugの補集合U c

gを考え
よう。定義より U c

g = {<G∈ LO(G) | 1 $<G g} と書ける。今、g $= 1のとき 1 $<G g

は 1 >G gと同値である。さらに, 左不変性よりこれは 1 <G g−1と同値である。
従って、

U c
g = {<G∈ LO(G) | 1 <G g−1} = Ug−1

となることが分かる。これは、集合Ugが開かつ閉集合である事を意味している。
より詳細に位相の定義を調べることで、（例えば、位相空間 2Gの性質を利用す
ることで）LO(G)は次のような性質を持つことが分かる。

定理 2. Gを高々可算の群とする。

1. (Sikora [10]) LO(G)はコンパクト距離空間である。

2. (Sikora [10]) LO(G)は完全不連結である。

3. (Linnell [6]) LO(G)は有限集合か、非加算集合である。

これは順序のなす空間LO(G)が、（もし無限集合であるならば）カントール集
合に近いものであることを表している。実際に、カントール集合の特徴づけから
LO(G)が完全集合、つまり孤立点を持たないときには LO(G)は位相空間として
カントール集合と同相になることが分かる。
タイヒミュラー空間に写像類群が自然に作用するように、空間LO(G)には群G

自身が連続的に作用する。
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定義 2. 左順序<Gおよび g ∈ Gに対して新たな左順序<G ·gを a(<G ·g) b ⇐⇒
ag <G bgにより定義する。群Gの LO(G)への右作用を g :<G '→<G ·gにより定
義する。これはGの LO(G)への連続な右作用を定める。

このGのLO(G)への作用は順序付け可能な群の性質を調べるのに有用である。
例えば、Morris [7]は、順序付け可能かつ amenableな群は locally indicableであ
る (特に、アーベル化が無限巡回群を含む)ことをGの LO(G)への作用を用いて
証明している。
空間 LO(G)、商空間 LO(G)/Gのトポロジーや、Gの LO(G)への作用を調べ
ることが今後の目標である。

例 2. 孤立点に対応する順序を持たない場合や、順序の数自体が有限となるよう
ないくつかの群については LO(G)の位相型が決定されている。

1. LO(Z) = {<+, <−}（２点からなる離散集合）。ただし、<+は · · · <+ −1 <+

0 <+ 1 <+ 2 · · ·、<−は · · · <− 1 <− 0 <− −1 <− −2 · · · となる順序。

2. (Navas [8]) 階数 n(> 1)の自由群Fnに対して、LO(Fn)はカントール集合と
同相。

4 群の順序の特性類
一般に群Gの全ての順序を具体的に記述することは難しい。自由群Fnの順序の
なす空間 LO(Fn)は位相空間としてカントール集合と同相であることが分かって
いるが、LO(Fn)とカントール集合の間に具体的な同相写像が構成された訳ではな
い。特に、Fnの左順序すべての記述は知られていない。そのため、たとえLO(G)

の位相型が分かったとしても LO(G)を真に理解したとは言えない。
ここでは、空間LO(G)を調べるためにLO(G)を比較的簡単な空間に “表現”す
ることを考える。簡単な空間Xへの連続写像 φ : LO(G) → Xを構成し、x ∈ X

についてφ−1(x)がどのような性質を持つ順序であるかを記述する。これはLO(G)

を完全に記述するわけではないが、LO(G)の様子を理解するのに役立つ。
よりアイディアを明確にするために、次の例を挙げる。

例 3 (Sikora,Clay). Z2を x, yで生成される階数２の自由アーベル群とし、Z2を
(x, y)-平面R2の格子と考える。写像Φ : LO(Z2) → S1 = {(x, y) ∈ R2 | |x|2+ |y|2 =

1}を次のようにして構成する。<∈ LO(G)について、次の二つの場合に分けて考
える。

Case 1： x > 1の場合
xn < yがすべての nについて成り立つとき、Φ(<) = (0, 1)、x−n > yがすべての
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nについて成り立つとき、Φ(<) = (0,−1)と定義する。それ以外の場合、r ∈ Rを
inf{ q

p | x
q < yp}ととり、Φ(<) = ( 1

1+r2 ,
r

1+r2 )と定義する。

Case 2：　 x < 1の場合
xn > yがすべての nについて成り立つとき、Φ(<) = (0, 1)、x−n < yがすべての
nについて成り立つとき、Φ(<) = (0,−1)と定義する。それ以外の場合、r ∈ Rを
inf{ q

p | x
q < yp}ととり、Φ(<) = ( −1

1+r2 ,
r

1+r2 )と定義する。

すると Φ : LO(Z2) → S1は全射連続写像を定めることが分かる。この写像は、
「yが xに比べどのくらい（順序<について）大きいのか？」を記述したものであ
り、空間LO(G)を良く知られている空間S1で表現したものとなっている。特に、
二つの順序<と<′の “位置関係”は φ(<)と φ(<′)の S1での点の位置関係を見る
事で比較的容易に（少なくとも感覚的には）理解できる。

この例を一般化し、LO(G)と n-次元トーラス (S1)nとの間に「良い」連続写像
を構成し、群の不変順序と群Gの有界コホモロジー群とを関係づける。
まず、いくつかの定義をする。<GをGの左順序とする。C ∈ Gが任意の g ∈ G

についてあるN が存在し、C−N <G g <G CN となるときCを<G-cofinalである
と呼ぶ。Cが co-final となる左順序全体をCofC(G)で表す。
また、一般に<Gは右からの掛け算では不変ではなかったことに注意しよう。つ
まり、左順序<Gに対し a <G b =⇒ ag <G bgは一般には成り立たない。C ∈ G

の右からの掛け算に対して不変な左順序を<G全体の集合を InvLOC(G)とする。
InvLOC(G)はLO(G)の閉部分集合、InvLOC(G)∩CofC(G)は InvLOC(G)の開
部分集合となる。

C ∈ Gを固定する。<G∈ InvLOC(G) ∩ CofC(G)について ρC,<G(g) ∈ Zを

C >G 1の時 : CN ≤G g < CN+1となるN

C <G 1の時 : C−N−1 ≤G g < C−NとなるN

として定義する。写像 ρC,<G : G → Zは準同型ではないが、不等式

|ρC,<G(gh) − ρC,<G(g) − ρG,<G(h)| ≤ 1

を満たし、Gの defect 1の quasi-morphismと呼ばれるものになる。ρC,<GをGの
Z-係数 1-チェインと見ると、そのコバウンダリー dρC,<G はGの Z係数有界 2-コ
チェインと見る事ができる。以上を元に、写像

φC : InvLOC(G) ∩ CofC(G) → H2
b (G; Z)

をφC(<G) = [dρC,<G ]により定義する。有界コホモロジーH2
b (G; Z)は一般には非常

に大きな (非可算濃度の基底をもつベクトル空間など)空間になりうるが、amenable
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な群HについてはH2
b (H; Z) = H1(H; R)/H1(H; Z) = (S1)n = S1 × · · ·×S1であ

る事が知られている。ι : H ⊂ Gを amenableなGの部分群のHのGへの包含写
像とする。ιによる引き戻しと写像 φCとの合成を考える事で、LO(G)からよく知
られている空間 (S1)nへの写像

φH
C = ι∗ ◦ φC : InvLOC(G) ∩ CofC(G) → H2

b (H; Z) = (S1)n

が得られる。この写像 φH
C はHの各元と元Cとの順序<Gについての大小関係を

有界コホモロジーで表現したものである。この写像 φH
C は次のような良い性質を

持つ。

定理 3. 1. φH
C は連続写像である。

2. CがGの中心の元であるとき、φH
C (<G) = φH

C (<′
G)であれば順序<Gと<G′

の定めるRへの作用は半共役を除き一致する。

φH
C (<G)と φH

C (<′
G)が (S1)nの点として「近い」とき、二つの順序<Gと<′

Gに
ついて、H の元と Ci(i ∈ Z)の形の元との間の大小関係は比較的「似ている」と
理解する事ができる。この写像 φH

C は他にも良い性質を持ち、群順序の性質を反
映させた良い座標系（のようなもの）を与えていると見る事ができる。さらには、
有界コホモロジーをとる前の quasi-morphism の段階で (コチェインの段階で)考
える事により、写像 φH

C をLO(G)全体で定義された連続写像として精密化するこ
ともできる。ここでは詳細は省略するので、興味を持たれた方は論文 [3]を参照
の事。
また、写像 φH

C はある種の自然性を持ち、各順序に対応した有界コホモロジー
類 φC(H)(<G)は群の S1への作用の有界 euler類と呼ばれる特性類の拡張になっ
ている。特に、有界コホモロジー類φC(H)(<G)は群の順序の特性類と見なす事が
できる。

5 孤立順序
すでに述べたように、LO(G)は位相空間としてはカントール集合に近いもので
あった。ここでは、LO(G)とカントール集合の違いである孤立点について述べる。
一般に、ある順序がLO(G)の孤立点であるかどうかを調べるのは容易ではない。
一番有効な議論は、次の命題を用いることである。

命題 1. Positive cone P (<G)が半群として有限生成であれば、Gの左順序<Gが
LO(G)の孤立点である。
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孤立順序<GのPositive coneが半群として g1, . . . , gkで生成されるとする。今、
g ∈ Gについて g >G 1であれば、gは g1, . . . , gkたちの積で (g−1

i を一切使わずに）
書けることとなる。同様に、1 >G gであれば、gは g−1

1 , . . . , g−1
k たちの積で (giを

一切使わずに）書ける。つまり、任意の非自明な g ∈ Gは g1, . . . , gkたちの積また
は g−1

1 , . . . , g−1
k の積でかけることを意味する。これは群の表示の観点から見ると

「めったに起こりそうもない」現象である。

例 4. x, yで生成される階数２の自由群 F2において、x−1yは x, yだけの積でも
x−1, y−1だけの積でも表せない。では、z = x−1yとおいて、生成元 x, y, zで考え
たらどうだろうか？これでも、x−1z = x−2yは x, y, zだけの積でも x−1, y−1, z−1だ
けの積でも表せない！このように、有限個の生成元 {x1, . . . , xm}を考えていく限
り、F2の任意の元を x1, . . . , xmだけの積あるいは x1, . . . , xmだけの積で書くこと
はできない。

孤立順序の存在を示すこと、また具体的に構成することは非常に難しい。その
ため、群が孤立順序を持つとき、その孤立順序は群の特徴を強く反映していると
考えられている。これまでに知られている孤立順序の例は非常に少なく、下に挙
げるものが 2011年４月時点でのすべてである。

1. LO(G)が有限集合となる場合：G = Z, π1(Klein bottle)など。

2. (Navas [9], Ito [4]) Gm,n = 〈x, y | xm = yn〉の形で定義される群。

3. (Dubrovina-Dubrobin [2]) Braid群

Bn =

〈
σ1, . . . ,σn−1

σiσjσi = σjσiσj |i − j| = 1

σiσj = σlσi |i − j| > 1

〉

このうち、LO(G)が有限集合となる場合は LO(G)のトポロジーの研究におい
ては本質的ではなく、古典的に分類が知られている。孤立順序を構成法を確立す
ることや、孤立順序の具体例を見つける事はLO(G)の研究において非常に重要な
問題である。
孤立順序の（理論的な）構成には、講演者によるDehornoy-like順序と呼ばれる
順序から構成する方法がある [4]。Dehornoy-like順序とは、Braid群の標準的な左
順序である Dehhornoy順序（[1]参照の事）の組み合わせ的性質を抽象化して定
義される特別な性質を持つ左順序である。ここでは、Dehornoy-like順序の定義は
述べない。Dehornoy-like順序そのものは孤立順序ではないが、Dehornoy-like順
序を変形することで、孤立順序を構成することができる。上の例の 2,3で挙げた
孤立順序はすべてこの方法で構成できる。しかし、Dehornoy-like orderingを構成
することは孤立順序の構成よりもさらに難しく、この手法から新たに孤立順序を
作っていくことは難しいと思われる。
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最近になり、講演者は孤立順序を一般的に構成する新しい方法を発見した。こ
こではその主結果について述べる。

定理 4 (Partially central cyclic amalgamation construction [5]). 群G,H につい
て、zHをHの非自明な元、zGをＧの中心Z(G)の非自明な元とする。GとHの
zG,zH で生成される無限巡回群による融合積X = G ∗zG=zH Hを考える。

<Gを Positive coneが {g1, . . . , gm}で生成される半群となるようなGの孤立順
序とする。同様に、<HをHのPositive coneが {h1, . . . , hn}で生成される半群と
なるようなHの孤立順序とする。ここで、h1 <H h2 <H · · · <H hnとする。もし、
gi <G zG及び hi <H zH がすべての iについて成り立ち、かつ<H が zH の右から
の積に対し不変であれば（h <H h′ =⇒ hzH <H h′zH であれば）、次が成り立つ。

1. Xは孤立順序<X を持つ。

2. i = 1, . . . ,mについて xi = g1z
−1
H h1 ∈ Xと定義する。すると 1. の孤立順序

<XのPositive coneは {x1, . . . , xm, h1, . . . , hn}で生成される半群となる。ま
た、<X は<G,<H の Positive coneの生成元 {g1, . . . , gm},{h1, . . . , hn}の取
り方によらずに、<G, <H , zG, zH のみにより定まる。

3. 自然な埋め込みG ↪→ X、H ↪→ X は順序を保つ。つまり、g <G g′ならば
g <X g′、h <H h′ならば h <X h′が成り立つ。

これは二つの孤立順序をうまく混合させ新しい孤立順序を構成する方法である
と考える事ができる。この定理を用いることで、孤立順序の新しい例が多数構成
される。

例 5. 無限巡回群 Zの n個の融合積として得られる群

G = 〈x1, . . . , xn | xa1
1 = xa2

2 = · · · = xan
n 〉

を考える。すると、定理より群Gは孤立順序を持つことが分かる。
Gは LO(G)に右から作用していたことを思いだそう。この G作用は孤立順序
を孤立順序に移すことが分かるので、孤立順序全体の集合 IsoLO(G)（LO(G)の
部分位相として離散位相が入っている空間とみなす）に連続的に右から作用する。
IsoLO(G)/Gについて次のような重要な未解決問題がある。

問題 1. IsoLO(G)/Gは有限集合であるか？

上の例では、各 Z 成分について、孤立順序のとり方が 2 通りあることから、
IsoLO(G)/Gは少なくとも 2n個の異なる点を持つことが分かる。群Gのランク
（生成元の最小個数）は nであることから、この群 Gは IsoLO(G)/Gの濃度が
rank(G)について指数的に振る舞うような (IsoLO(G)/Gの濃度が 2rank(G)以上で
あるような)最初の例を与えている。とくに、群Gはこれまでに知られている中
で最も多くの孤立順序を持つ。
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例 6. 上の定理において、zHはHの中心の元でなくても良い事に注意する。これよ
り、中心が自明となるような孤立順序を持つ群の最初の例を構成する事ができる。
H = Z ∗Z Z = 〈x, y | xm = yn〉とする。定理よりHはPositive cone が {xy1−n, y}
で生成される半群となるような孤立順序 <H を持つ。zH = xy1−n · yn = xy、
G = Z = 〈z〉,<GをG = Zの標準的な順序、zG = zpとするとこれらは定理の仮
定を満たす。よって群

X = G ∗Z H = Z ∗Z (Z ∗Z Z) = 〈x, y | xm = yn, xy = zp〉

は孤立順序を持つ。これは中心が自明となり、かつ孤立順序を持つような群の初
めての例を与える。
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Displacement energy of unit cotangent
bundles

入江　慶 (京都大学)
∗

　

1. 序
Displacement energyはシンプレクティック幾何において頻繁に考察される量であ
り，さまざまなシンプレクティック容量の上からの評価を与える（いわゆるenergy-

capacity不等式）．本講演では，リーマン多様体の単位余接束の displacement

energyの上からの評価を与えた講演者の結果（[7]）について紹介したい．
2節ではdisplacement energyの定義を述べ，それが周期ハミルトン系の研究に
おいて重要な意味を持つことを説明する．3節では主結果を述べ，周期ビリヤー
ド軌道の研究への応用を与える．4節では主結果の証明の概略を述べる．
以降，単に「多様体」という場合は，境界を持たない多様体を指す．

2. Displacement energy
(M,ω)をシンプレクティック多様体とする．H ∈ C

∞
(M)について，XH ∈ X(M)

を iXH
ω = −dHで定義し，Hの定めるハミルトンベクトル場という．

H(M) := C
∞
0

([0, 1] × M)とおく．H ∈ H(M)と 0 ≤ t ≤ 1について，Ht ∈

C
∞

(M)をHt(x) := H(t, x)で定義し，Hのホーファーノルム�H�を

�H� :=

�
1

0

sup Ht − inf Ht dt

で定義する．
H ∈ H(M)に対してM上のフロー (ϕ

H

t
)0≤t≤1を

ϕ
H

0
= idM , ∂tϕ

H

t
= XHt

◦ ϕ
H

t

で定める（supp Hはコンパクトなので，フローは0 ≤ t ≤ 1に対して定義される
ことに注意せよ）．H ∈ H(M)がA ⊂ Mをdisplaceするとは，ϕ

H

1
(A)∩A = ∅が

成り立つことをいう．
定義 2.1. コンパクト集合K ⊂ Mについて，そのdisplacement energy dM(K)を

dM(K) := inf{�H� | HはAをdisplaceするH(M)の元}

で定める．一般のA ⊂ Mについては，

dM(A) := sup{dM(K) | K ⊂ A, Kはコンパクト}

で定める．
キーワード：displacement energy, energy-capacity inequality, unit cotangent bundle, periodic
billiard trajecotry
∗〒 606-8502 京都市左京区北白川追分町　京都大学大学院理学研究科数学教室
e-mail: iriek@math.kyoto-u.ac.jp
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次に，displacement energy が周期ハミルトン系の研究にどのように使えるか
を説明する．まず，言葉を準備する．
リュービル領域とは，コンパクト境界付き2n次元多様体Mとλ ∈ Ω

1
(M)の組

(M,λ)であって次の二つを満たすものである：

(1): (M, dλ)はシンプレクティック多様体．

(2): λ ∧ (dλ)
n−1

|∂M ∈ Ω
2n−1

(∂M)はいたるところ正（Mは (dλ)
nからきまる自

然な向きを持つので，∂Mも自然な向きを持つことに注意せよ）．

リュービル領域 (M,λ)に対して，リュービルベクトル場Z ∈ X(M)を iZ(dλ) = λ

で定める．条件 (2)は，Zが ∂Mにおいて至るところ外向きであることと同値で
ある．ここで埋め込み i : ∂M × (−∞, 0] → Mを

i(x, 0) = x, ∂ti(x, t) = Z(i(x, t))

で定め，多様体 M̂と λ̂ ∈ Ω
1
(M̂)を

M̂ := M ∪i ∂M × R,

λ̂ :=

�
λ (on M)

e
t
λ|∂M (on ∂M × R)

で定める（ただし tはR成分の座標）．(M̂, λ̂)を (M, λ)の完備化という．(M̂, dλ̂)

はシンプレクティック多様体になる．
一方，条件 (2)より，(∂M,λ)は接触多様体になり，∂M上のレーブベクトル場

Rが iR(dλ) ≡ 0,λ(R) ≡ 1で定まる．Rの周期軌道全体の集合をP(M,λ)で表し，
そのうちMにおいて可縮なもの全体の集合をP0(M, λ)で表す．γ ∈ P(M,λ)に
対して，その作用A(γ)をA(γ) :=

�

γ

λで定める．さらに，(M, λ)が次の条件 (3)

を満たすとき，Conley-Zehnder指数 indCZ : P0(M,λ) → Zが定義される．

(3): dλと整合的なM上の概複素構造Jについて，c
1
(TM, J)|π2(M) = 0．

以上の状況で，次が成り立つ：

定理 2.2. (M, λ)を 2n次元リュービル領域とし，d
(M̂,dλ̂)

(M) < ∞とする．この
とき，γ ∈ P0(M,λ)でA(γ) ≤ d

M̂
(M)を満たすものが存在する．さらに (M,λ)

が (3)を満たすときは，indCZ(γ) ≤ n + 1をも満たすものが存在する．

定理2.2の証明には，フレア・ホーファー容量というシンプレクティック容量の
一種（CFHと書く）を用いる．（フレア・ホーファー容量の定義については [4]を
見られたい）．定理2.2は，フレア・ホーファー容量が満たす次の二つの性質から
直ちに導かれる：

• リュービル領域 (M,λ)についてCFH(M, λ) ≤ d
M̂

(M)が成り立つ．
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• リュービル領域 (M, λ)がCFH(M, λ) < ∞を満たすとき，γ ∈ P0(M,λ)で
A(γ) = CFH(M, λ)を満たすものが存在する．さらに (M, λ)が (3)を満たす
ときは，indCZ(γ) ≤ n + 1をも満たすものが存在する．

前半の主張はいわゆる energy-capacity不等式であり，この形の主張はHermann

により [4]で証明されているが，基本的にはHofer（[5]）によるものである．後半
はフレア・ホーファー容量の定義から容易に導くことができるものであるが，詳
細な証明については [6]の3節を見られたい．

3. 主結果と応用
3.1. 余接束上のシンプレクティック形式
まず，任意の多様体Mについて，その余接束の全空間T

∗
Mの上に標準的なシン

プレクティック形式ωMが定まることを説明する．後で計算をするので，座標を
用いた定義を与えておく．

(q1, . . . , qn)をM の局所座標とし，T
∗
M の局所標構 dq1, . . . , dqnに伴うファイ

バー上の座標をp1, . . . , pnとする．このとき，

ωM := dp1 ∧ dq1 + · · ·+ dpn ∧ dqn

と定義する．定義が局所座標の取り方によらないことは容易に確認できる．H ∈

C
∞

(T
∗
M)のハミルトンベクトル場XHは

XH =

�

1≤i≤n

∂H

∂qi

∂

∂pi

−
∂H

∂pi

∂

∂qi

で与えられる．

3.2. 主結果
M を n次元リーマン多様体とする．その単位余接束DT

∗
M := {(q, p) ∈ T

∗
M |

|p| < 1}を考え，dT ∗M(DT
∗
M)を d(M)と略記する．M が閉多様体の場合は，

T
∗
Mの0 -切断はH(T

∗
M)のどの元によってもdisplaceされないという古典的な

結果（[9]）から，明らかにd(M) = ∞である．一方，

r(M) := sup
x∈M

K⊂M :コンパクト

distM(x, M \K)

とおくと，次の定理が成り立つ．これが [7]の主結果である：
定理 3.1. nにのみ依存するある定数Cnが存在して，任意のn次元リーマン多様
体Mについてd(M) ≤ Cnr(M)が成立する．
注意 3.2. 以降，上の主張を「任意のn次元リーマン多様体Mについて d(M) ≤

constn r(M)が成立する」と略して書く．
注意 3.3. Mが閉多様体の場合はr(M) = ∞となるので，上の定理は自明である．
定理3.1の証明の概略は4節で説明するが，その前に，この定理が周期ビリヤー
ド軌道の研究に応用できることを次の小節で説明したい．
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3.3. 応用：短い周期ビリヤード軌道
まず，周期ビリヤード軌道の定義を説明する．

定義 3.4. Mを境界つきリーマン多様体とする．連続写像γ : R/Z → MがM上
の周期ビリヤード軌道であるとは，有限集合Bγ ⊂ R/Zが存在して次を満たすこ
とをいう：

• (R/Z) \BγにおいてγはC
∞級で，γ̈ ≡ 0を満たす．

• 任意の t ∈ Bγについてγ(t) ∈ ∂Mが成り立ち，γ̇±(t) := lim
h→0

γ̇(t± h)は

γ̇+(t) + γ̇−(t) ∈ Tγ(t)(∂M), γ̇−(t)− γ̇−(t) ∈
�
Tγ(t)(∂M)

�⊥
\ {0}

を満たす．

注意 3.5. 上の定義によれば，M上の閉測地線γもM上の周期ビリヤード軌道で
ある．その場合，Bγは空集合となる．

このとき，次が成り立つ．

定理 3.6. Mをコンパクトかつ連結で，空でない境界を持つn次元リーマン多様
体とする．このとき，d(int M) < ∞である．また，M上の周期ビリヤード軌道
γであって，長さがd(int M)以下であり，|Bγ| ≤ n + 1を満たすものが存在する．

前半の主張は定理3.1からただちに従う．後半の主張の証明の概略を述べる．
第一段: int M上定義された正値C

∞級関数Uで，∂Mの近傍においてU(q) =

(distM(q, ∂M))
−2を満たすものをとる．h > 0について，Dh ⊂ T

∗
Mを

Dh := {(q, p) ∈ T
∗
M | hU(q) + |p|

2
/2 ≤ 1/2}

で定める．h > 0が十分小さいときは，Dhは T
∗
M の部分多様体になる．また，

Uが正値関数なのでDh ⊂ DT
∗
(int M)だから，dT ∗(int M)(Dh) ≤ d(int M)が成り

立つ．
第二段: さて，λh ∈ Ω

1
(T

∗
M)であって次を満たすものが存在することが証明

できる：

• dλh = ωM .

• (Dh,λ)はリュービル領域.

• 埋め込み i : T
∗
M → D̂hであって，i

∗
(λ̂) = λかつ i|Dh

が包含写像Dh → D̂h

と一致するものが存在する．

すると第一段の議論より，d
D̂h

(Dh) ≤ dT ∗(int M)(Dh) ≤ d(int M)が成り立つ．ゆえ
に定理 2.2より，P0(Dh,λh)の元 γh : R/ThZ → ∂DhであってA(γh) ≤ d(int M),

indCZ(γh) ≤ n + 1を満たすものが存在する．
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第三段: γhに対応する方程式 ẍ +∇hU(x) = 0の周期解をxh : R/ThZ → Mと
おくと，

hU(xh) +
|ẋh|

2

2
≡

1

2
,

�

R/ThZ
|ẋh(t)|

2
dt ≤ d(int M)

が成り立つことが確かめられる．また，ルジャンドル変換においてConley-Zehnder

指数とMorse指数が対応することから（[3]，[8]参照），indMorse(xh) = indCZ(xh) ≤

n + 1が分かる．ここでh → 0とすると，(xh)h>0のある部分列が，条件を満たす
ビリヤード軌道にL

1,2
-収束する．

定理 3.6の証明で最も難しいのは，第三段の議論を厳密にすることであり，そ
れは [1], [2]で行われている．なお，energy-capacity不等式を用いて周期ビリヤー
ド軌道の存在証明を行うのはC.Viterboの [11]に始まると思われる．
定理3.6と定理3.1から，次が従う：

系 3.7. Mをコンパクトで連結な境界つきn次元リーマン多様体とする．このと
き，M上の周期ビリヤード軌道 γであって，長さが constn r(int M)以下であり，
さらに |Bγ| ≤ n + 1を満たすものが存在する．

この系3.7から，C.Viterboが [11]で証明した次の結果はただちに導かれる．

命題 3.8 (C.Viterbo). ΩをRn内の滑らかな境界を持つ有界領域とする．この
とき，constn vol(Ω)

1/n以下の長さを持つ，Ω̄上の周期ビリヤード軌道が存在する．

証明. 容易に分かるように，r(Ω)はΩに含まれる円盤の半径の上限に等しく，し
たがってωn := vol(B

n
(1))とおけば r(Ω) ≤

�
ω
−1

n
vol(Ω)

�1/nである．これと系3.7

からただちに証明が終わる．

4. 主結果の証明
定理3.1の証明を，いくつかのステップに分けて説明したい．

4.1. リーマン多様体の幅
まず，リーマン多様体に対して，「幅」という概念を定義する．Mをリーマン多様
体とする．h ∈ C

∞
0

(M)について，�h� := sup h − inf hと定め，コンパクト集合
K ⊂ Mについて

wM(K) := inf{�h� | K上で |dh| ≥ 1 }

とおく．そして，Mの幅w(M)を

w(M) := sup

K⊂M :コンパクト
wM(K)

で定義する．Mが閉多様体ならばw(M) = ∞である．また，Mが開区間 (a, b)

に標準的な計量を入れたものならば，w(M) = |b− a|となる．簡単に分かるwの
性質を，補題としてまとめておこう：

補題 4.1. (1): Mをリーマン多様体，UをMの開集合とすると，w(U) ≤ w(M)．
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(2): M, M
�をリーマン多様体とし，f : M → M

�を微分同相写像とする．M上
の任意の接ベクトルξについて |df(ξ)|M � ≤ c|ξ|Mが成り立つとき，w(M

�
) ≤

cw(M)が成り立つ．

次の命題が，定理3.1の証明の最初の鍵となる：

命題 4.2. 任意のリーマン多様体Mについて，d(M) ≤ 2w(M)が成り立つ．

証明. w(M) < ∞としてよい．任意のコンパクト集合K ⊂ DT
∗
M について，

dT ∗M(K) ≤ 2w(M)が成り立つことを示せばよい．自然な射影 T
∗
M → M を

πM と書く．w(M)の定義より，任意の δ > 0について，h ∈ C
∞
0

(M)であって
πM(K)上で |dh| ≥ 1を満たし，�h� ≤ w(M) + δなるものが存在する．そこで
h̄ ∈ C

∞
(T

∗
M)を h̄ := h ◦ πMで定め，Xh̄を計算する．(q1, . . . , qn)をM上の局所

座標，(p1, . . . , pn)をdq1, . . . , dqnにともなうファイバー上の座標とすると

Xh̄ =

�

1≤i≤n

∂h̄

∂qi

∂

∂pi

−
∂h̄

∂pi

∂

∂qi

=

�

1≤i≤n

∂h

∂qi

∂

∂pi

となる．πM(K)上で |dh| ≥ 1であり，K ⊂ DT
∗
Mであるから，ϕ

h̄

2
(K) ∩K = ∅

が成り立つ．ここで h̄の台はコンパクトではないが，
�

0≤t≤2

ϕ
h̄

t
(K)はコンパクト

であるから，ρ ∈ C
∞
0

(T
∗
M)であって 0 ≤ ρ ≤ 1を満たすものをうまくとり，

H ∈ H(T
∗
M)をHt = 2ρh̄ (0 ≤ t ≤ 1)で定めれば，�H� ≤ 2�h�かつHがKを

displaceするようにできる．
以上からdT ∗M(K) ≤ 2�h� ≤ 2(w(M) + δ)であることが分かる．ここで δは任
意の正数であるから，dT ∗M(K) ≤ 2w(M)が示された．

命題4.2より，定理3.1の証明は次に帰着される：

命題 4.3. 任意のn次元リーマン多様体Mについて，w(M) ≤ constn r(M)が成
り立つ．

簡単な考察により，命題4.3の証明は次の定理に帰着される：

定理 4.4. 任意の連結な n次元閉リーマン多様体N と x ∈ N について，w(N \

{x}) ≤ constn diam(N)が成り立つ．

以降の小節で，定理4.4の証明を簡単に説明したい．

4.2. リーマン多様体の単体分割
まず，記号の導入をかねて用語の復習をする．単体複体X とは，集合 V (X)と
Σ(X) ⊂ {V (X)の有限部分集合} \ {∅}の組 (V (X), Σ(X))であって

• 任意の v ∈ V (X)について{v} ∈ Σ(X)，

• σ ∈ Σ(X), τ ⊂ σ, τ �= ∅ =⇒ τ ∈ Σ(X)
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を満たすものである．Σk(X) := {σ ∈ Σ | �σ = k + 1}とおく．V (X), Σ(X)はし
ばしばV, Σと略記される．
各σ = {v0, . . . , vk} ∈ Σに対して，|σ| ⊂

�

v∈V

R[v]を

|σ| :=

��

i

tivi

���� 0 ≤ ti ≤ 1,

�

i

ti = 1

�

で定め，|X| :=

�

σ∈Σ

|σ|とおく．各v ∈ V と1 · v ∈ |X|を同一視してV ⊂ |X|とみ

なす．以上の用語の準備のもとで，単体分割の定義を与えよう：
定義 4.5. 多様体NのC

l級単体分割とは，単体複体Xと同相写像F : |X| → N

の組であって，任意のσ ∈ Σ についてF ||σ| : |σ| → NがC
l級のはめ込みになっ

ているものをいう．
注意 4.6. この定義は [10]に従った．[10]の定義（Definition 8.3）は上の定義より
少し強いが，上の定義との同値性がTheorem 8.4で示されている．
定理 4.4の証明の最初のステップは，任意の閉リーマン多様体が「良い」単体
分割を持つことを主張する，次の命題である：
命題 4.7. Nをn次元の閉リーマン多様体，x ∈ Nとする．十分小さい ε > 0に
ついて，NのC

∞級単体分割 (X,F )であって，次を満たすものが存在する：

(1): 任意のσ ∈ Σk (k ≥ 1)について

c0ε ≤
|dF ||σ|(ξ)|N

|ξ|
≤ c1ε (∀ξ ∈ T |σ|, ξ �= 0)

が成り立つ．ここで，c0, c1はnのみに依存する定数であり，|ξ|は
�

v∈V

R[v]

の標準的な計量により定義されている．

(2): 任意のσ ∈ Σ1について，F ||σ| : |σ|→ Nは測地線．

(3): x ∈ F (V )．

命題 4.7は，「閉 C
∞級多様体は C

∞級単体分割を持つ」という古典的な結果
（[10]参照）を，定量的な条件を付加して拡張したものということができる．[7]

では，この命題をドロネー単体分割という手法を用いて証明している．
さて，ε, X, Fを命題4.7を満たすようにとると，次が成り立つ：
命題 4.8. w(N \ F (V )) ≤ constn ε.

命題 4.9. ε > 0が十分小さいとき，N \ F (V )の開部分集合Uおよび微分同相写
像ϕ : U → N \ {x}であって

|dϕ(ξ)|/|ξ| ≤ constn diam(N)ε
−1

(∀ξ ∈ TU, ξ �= 0)

を満たすものが存在する．
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これら二つの命題の証明は続く二つの小節で簡単に説明するが，まず定理 4.4

がこれらの命題から得られることを説明する．Uとϕを命題4.9のようにとると，
補題4.1(2)より

w(N \ {x}) ≤ constn diam(N)ε
−1

w(U)

が分かる．次に，補題4.1 (1)と命題4.8より

w(U) ≤ w(N \ F (V )) ≤ constn ε

が分かる．したがって

w(N \ {x}) ≤ constn diam(N)

を得る．

4.3. 命題4.8の証明
命題4.8を示すには，任意のコンパクト集合K ⊂ N \F (V )について，h ∈ C

∞
(N)

であって
�h� ≤ constn ε, |dh(x)| ≥ constn (∀x ∈ K) (�)

を満たすものが存在することを示せばよい．
各 v ∈ V について，N(v) := {w ∈ V | {v, w} ∈ Σ1} とおく．ここで，命題 4.7

の条件 (1)から，Xが次の性質を満たすことが比較的容易に分かる：

任意のv ∈ V について，
��N(v)

�� ≤ c2. ここで，c2はnだけで決まる正
整数である．

これより，写像f : V → {0, 1, . . . , c2}であって，Xの任意の単体σ := {v0, . . . , vk}

について f(v0), . . . , f(vk)が全て異なるようなものが存在すると分かる．つぎに，
Xの各単体σ := {v0, . . . , vk}に対して

f̄ ||σ|(t0v0 + · · ·+ tkvk) := t0h(v0) + · · ·+ tkh(vk)

とおくことで，fを |X|上の連続関数 f̄に拡張する．任意のσ ∈ Σk (k ≥ 1につい
て |σ|の直径は高々

√
2なので，|df̄(x)| ≥ 1/

√
2 (∀x ∈ |σ|)が成り立つ．

次に，N上の連続函数 f̄ ◦ F
−1を平滑化する．コンパクトな台を持つC

∞級函
数ρ : [0,∞) → [0,∞)で

• 0の近傍でρは定数函数，

•

�

Rn

ρ(|x|) dx1 · · · dxn = 1

を満たすものをとり，十分小さい δ > 0に対してfδ ∈ C
∞

(N)を

fδ(x) :=

�

TxN

f̄ ◦ F
−1

(exp
x
(ξ)) ·

ρ(|ξ|/δ)

δn
d volx(ξ)

で定義する（d volxはリーマン計量から決まるTxN上の体積形式）．すると，次
の二つが成り立つことが分かる：
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• 0 ≤ fδ ≤ c2．

• 任意のコンパクト集合 K ⊂ N \ F (V ) について，lim inf
δ→0

inf
x∈K

|dfδ(x)| ≥

constn ε
−1．

したがって，h := εfδとおけば，十分小さい δについてhは (�)を満たす．

4.4. 命題4.9の証明
まず，次の補題は初等的な考察により簡単に示すことができる．

補題 4.10. (X,F )を命題4.7の条件を満たす単体分割とし，Nは連結とする．こ
のとき，Xの部分複体Tであって，次を満たすものが存在する：

• Tは単連結な1次元単体複体（すなわち，Tは木）．

• V (T ) = V (X)．

• Nのリーマン計量を gNと書くとき，diam(|T |, F
∗
gN) ≤ constn diam(N)．

Tを，補題4.10の条件を満たすようにとる．次に，NにおけるF (|T |)のコンパ
クト近傍 T̃をうまくとり，U := N \ T̃とおく．さらにϕ : U → N \ {x}を条件を
満たすように構成するのだが，この構成は煩雑であり，ここで述べることはでき
ない．詳しくは [7]の5節を参照されたい．
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Topological toric manifolds
ੴా ༟ত (େཱࢢࡕେֶD2, ຊֶज़ৼڵձಛผڀݚһDC)

1. ͡Ίʹ
ຊߨԋ, ༝ࢯࢠو, ᐩాװࢯʢͱʹࢢࡕେʣͱͷڞಉڀݚ ([7]) ͮجʹ
͘. Toric manifold ͱݺΕΔ࡞܈༻͖ͷଟ༷ମΛτϙϩδʔͷ؍͔Β
ҰൠԽͨ͠ͷʢtopological toric manifoldʣΛఆٛ͠, ͦͷΛ͢ߟΔ.

τʔϦοΫزԿ, 1970ࠒʹ Demazure, Miyake-Oda, Mumford ΒʹΑͬͯ
.ΊΒΕͨ࢝ τʔϦοΫزԿʹΑͬͯ, ۩ମతͳଟ༷ମ (toric variety) Λଟ
,͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ߏ͘ ·ͨ, ߹ͤ, ಛʹತଟ໘ମͷزԿͱͷͨ͘͞Μͷؔ
.Εͨ͞ݟൃ͕ ͜ͷ͜ͱͷഎܠͱͯ͠, toric variety ͱ fan ͱݺΕΔ߹ͤ
ͷର͕ҰରҰʹରԠ͢Δͱ͍͏ “τʔϦοΫزԿͷجຊఆཧ” ͕Α͘ΒΕͯ
͍Δ. !" #$%& '(toric varieties

!" #$%& '(fans!! 1-1 ""

Toric varietyͷ͏ͪ,ඇಛҟ͔ͭίϯύΫτͳͷ (toric manifoldͱݺͿ)ಛ
,ຯਂ͘ڵʹ Α͘͞ڀݚΕ͍ͯΔ. Toric manifold ʹରԠ͢Δ fan , nonsingular

͔ͭ complete ͱ͍͏ੑ࣭Ͱಛ͚ΒΕ, τʔϦοΫزԿͷجຊఆཧ͔Β, toric

manifold ͷͯ͢ͷزԿతੑ࣭τϙϩδʔ, ରԠ͢Δ nonsingular complete

fan ͔ΒಡΈऔΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͣͰ͋Δ. ,ʹࡍ࣮ toric manifold ͷίϗϞϩ
δʔ, શνϟʔϯྨ, ූ߸ͳͲͷछͳͲΛ, ରԠ͢Δ nonsingular complete fan

ͷݴ༿Ͱهड़͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ຊߨԋͰ, topological toric manifolds ͱ͍͏ toric manifolds ͷΛਅʹؚΉ
Մඍଟ༷ମͷΛಋೖ͢Δ (ఆٛ3.1). ·ͨ,ͦΕʹͬͯ, nonsingular complete

fan ͷΘΓʹ nonsingular complete topological fan ಋೖ͢Δ (ఆٛ 5.4). ຊ
,ԋͷओఆཧͷҰͭͱͯ͠ߨ (omnioriented) topological toric manifolds ͷͱ,

nonsingular complete topological fans ͕ҰରҰʹରԠ͢Δͱ͍͏͜ͱΛղઆ͢Δ
(ఆཧ5.5).!" #$%& '(omniori. top. toric mfds

!" #$%& '(nonsing. comp. top. fans!! 1-1 ""

·ͨ, ͜ͷͷઌڀݚߦͱͷؔ࿈ʹ͍ͭͯ৮ΕΔ. ͜Ε·Ͱʹ, toric mani-

fold ͷ֓೦͔Βੜͨ֓͠೦ͱͯ͠, quasitoric manifold, torus manifold ڀݚ͕
͞Ε͍ͯΔ. ຊߨԋͷओఆཧͷೋͭͱͯ͠, ͜ΕΒͱͷؔΛ໌Β͔ʹ͢Δ (ఆ
ཧ6.4).
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2. Toric variety ͱ toric manifold
ఆٛ 2.1 ([4],[11]ͳͲ). ෳૉ nݩ࣍ toric variety X ͱ, ਖ਼نଟ༷ମXͰ
͋ͬͯ, τʔϥε (C∗)n ͷβϦεΩ։ू߹ͱͯ͠ͷXͷຒΊࠐΈ͕ଘ͠ࡏ
ͯ, ͔ͭ (C∗)nͷ܈ԋ͕ࢉXͷ࡞༻ʹ֦ு͢ΔͷΛ͍͏.

Toric varietyͷ͏ͪ, ඇಛҟ͔ͭඋ, ͢ͳΘͪίϯύΫτͳෳૉଟ༷ମʹͳΔ
Α͏ͳͷΛ toric manifoldͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ. ෳૉ nݩ࣍ͷ toric manifold X

ʹ, τʔϥε (C∗)nͷ࡞༻͕͋Δ͕, Sumihiro ͷఆཧ ([12, Corollary 2]) ʹ
Αͬͯ͜Ε࣍ͷΑ͏ʹཧղ͞ΕΔ.

໋ 2.2. ෳૉ nݩ࣍ͷ toric manifold Xʹରͯ͠, ܥඪۙ࠲ͷΑ͏ͳਖ਼ଇ࣍
{ϕα : Uα → Cn}α͕ଘ͢ࡏΔ: ֤αʹରͯ͠,

• Uα  (C∗)n-stable Ͱ͋Δ. ͭ·Γ, (C∗)n-࡞༻Ͱด͍ͯ͡Δ.

• ϕαΛ௨ͯ͠, (C∗)n-࡞༻ (C∗)nͷෳૉnݩ࣍ͷతͳ࣮දݱͰ͋Δ.

͜͜Ͱ, (C∗)nͷkݩ࣍දݱρ : (C∗)n → GL(k,C)͕తͰ͋Δͱ, ρ͕ʢෳ
ૉଟ༷ମͷؒͷࣸ૾ͱͯ͠ʣਖ਼ଇ, ͋Δ͍ಉͳ͜ͱͰ͋Δ͕, ρͷ֤͕ଟ
߲ࣜؔʹͳ͍ͬͯΔ͜ͱΛ͏ݴ. ρ : (C∗)nͷతͳදݱશՄͰ͋Γ,

ҙͷطදݱͷࢦඪϩʔϥϯ୯߲ࣜͰ༩͑ΒΕΔ.

ྫ 2.3. ෳૉࣹӨۭؒCP n. CP nͷ(C∗)n-࡞༻Λ࣍ͰఆΊΔ: CP nͷΛ੪࠲࣍
ඪΛ༻͍ͯද͢͜ͱʹ͠, [z] = [z0, z1, . . . , zn] ∈ CP nͱ g = (g1, . . . , gn) ∈ (C∗)n

ʹରͯ͠,

(g1, . . . , gn) · [z0, z1, . . . , zn] := [z0, g1z1, . . . , gnzn].

͜ͷͱ͖, ελϯμʔυͳ࠲ඪۙܥ{ϕi : {[z] | zi #= 0} → Cn}i=0,...,n, ໋2.2

Λຬ͍ͯ͠Δ. ,ࡍ࣮

ϕi([z0, z1, . . . , zn]) :=

(
z0
zi
,
z1
zi
, . . . ,

zi−1

zi
,
zi+1

zi
, . . . ,

zn
zi

)

Ͱ͋Δ͔Β,

ϕi(g · [z]) :=
(
g−1
i

z0
zi
, g1g

−1
i

z1
zi
, . . . , gi−1g

−1
i

zi−1

zi
, gi+1g

−1
i

zi+1

zi
, . . . , gng

−1
i

zn
zi

)

ͱͳͬͯ, (C∗)n-࡞༻ہॴతʹతͳදݱͷΑ͏ʹ͑ݟΔ.

ྫ 2.4. Ұ blow-up CP 2#CP 2. ଟ༷ମ

C̃2 := {((u1, u2), [v1, v2]) ∈ C2 × CP 1 | u1v2 = u2v1}

͔ΒC2ͷࣹӨ, .ͷϑΝΠόʔΛআ͍ͯਖ਼ଇࣸ૾Ͱ͋Δݪ͓Αͼݪ ྫ
2.3Λn = 2ʹಛघԽͯ͠, [1, 0, 0]Λআ͍ͨͷCP 2\{[1, 0, 0]}Λ͑ߟΔ. ࠲ॴہ
ඪϕ0 : {[z] | z0 #= 0, (z1, z2) #= (0, 0)} → C2 \ {0}ͱψ(u1, u2) := ((u1, u2), [u1, u2])
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Ͱఆٛ͞ΕΔதͷਖ਼ଇࣸ૾ψ : C2 \ {0} → C̃2ͷ߹ψ ◦ ϕ0ʹΑͬͯషΓ߹
ΘͤͯಘΒΕΔଟ༷ମ

X := CP 2 \ {[1, 0, 0]} ∪ψ◦ϕ0 C̃2

, ࿈݁CP 2#CP 2ͱඍಉ૬Ͱ͋Δ. ,ࠓ [1, 0, 0] ∈ CP 2 (C∗)2-࡞༻ͷෆಈ
Ͱ͔͋ͬͨΒ, CP 2 \ {[1, 0, 0]} (C∗)2-࡞༻Λͪ࣋, ͜ͷ࡞༻Xશମʹہॴ
తʹతͳ࣮දݱͱͳΔΑ͏ʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕͔֬ΊΒΕΔ. ۩ମతʹ, C̃2

ͷہॴ࠲ඪܥ

ϕ′
1 : {((u1, u1), [v1, v2]) ∈ C̃2 | v1 #= 0} → C2, ((u1, u2), [v1, v2]) '→

(
u1,

v2
v1

)

͓Αͼ

ϕ′
2 : {((u1, u1), [v1, v2]) ∈ C̃2 | v2 #= 0} → C2, ((u1, u2), [v1, v2]) '→

(
u2,

v1
v2

)

Λհͯ͠, g = (g1, g2) ∈ (C∗)2ʹର͠

ϕ′
1 ◦ g ◦ ϕ′−1

1

(
u1,

v2
v1

)
=

(
g1u1, g

−1
1 g2

v2
v1

)
,

ϕ′
2 ◦ g ◦ ϕ′−1

2

(
u2,

v1
v2

)
=

(
g2u2, g1g

−1
2

v1
v2

)

ͱͳΔ.

Ұൠʹ, toric manifold ͷ (C∗)n-stable ͳ෦ଟ༷ମʹԊͬͯ blow-up ͨ͠
ͷ·ͨ toric manifold ʹͳΔ.

໋ 2.2ٯਖ਼͍͠ࣄΛҙ͓ͯ͘͠. ͭ·Γ, ࿈݁ͳ (C∗)n-࡞༻͖࣮ 2n

,ดଟ༷ମMͰ͋ͬͯݩ࣍ ໋ 2.2Λຬͨ͢Α͏ͳ࠲ඪۙܥ {ϕα : Uα → Cn}α
͕ଘ͢ࡏΔͳΒ, ࣗવʹଟ༷ମͷߏΛͪ࣋, toric manifold ͱͳΔ. ,ࡍ࣮

ͯ͢ͷม͕ؔϩʔϥϯ୯߲ࣜʹͳΔ.

3. Topological toric manifold
Toric manifold , ໋2.2͔ΒہॴతʹతͳදۭؒݱͱͳΔดଟ༷ମͱͯ͠
ಛ͚ΒΕΔ. ͜ͷ͜ͱʹணͯ͠, topological toric manifold Λ࣍ͷΑ͏ʹఆ
ٛ͢Δ:

ఆٛ 3.1. (C∗)n-࡞༻͖࣮ 2nݩ࣍࿈݁ดଟ༷ମX͕ topological toric manifold

Ͱ͋Δͱ, ͋Δ࠲ඪۙܥ{ϕα : Uα → Cn}αͰ͋ͬͯ,

• Uα  (C∗)n-stable Ͱ͋Δ. ͭ·Γ, (C∗)n-࡞༻Ͱด͍ͯ͡Δ.

• ϕαΛ௨ͯ͠, (C∗)n-࡞༻ (C∗)nͷෳૉnݩ࣍ʢ͋Δ͍, ࣮2nݩ࣍ʣͷ
Β͔ͳ࣮දݱͰ͋Δ.
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Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖Λ͏ݴ.

ఆ͔ٛΒͪʹ topological toric manifold ͷͳ͢ toric manifold ͷͳ͢
ΛؚΉ͜ͱ͕Θ͔Δ. ,ͷྫ࣍ toric manifold ͷߏΛͨ࣋ͳ͍ topological

toric manifold Ͱ͋Δ.

ྫ 3.2. ࿈݁CP 2#CP 2. ·ͣ, X := CP 2#CP 2 ֓ෳૉߏΛͨͳ͍͜ͱ
Λҙ͓ͯ͘͠. ֓͠ෳૉߏΛͭ࣋ͳΒ, Xͷνϟʔϯ c21ΦΠϥʔඪ
χ, ූ߸σΛ༻͍ͯ

c21 = 2χ+ 3σ = 14

ͱͳΔ͕, ͜ͷΑ͏ͳ2࣍ͷίϗϞϩδʔྨଘ͠ࡏͳ͍. ಛʹ, M toric

manifold ͷߏΛͨ࣋ͳ͍. ͔͠͠ͳ͕Β, topological toric manifold ͷߏΛ
.ͭ࣋ ྫ 2.4ʹ͓͍ͯ, CP 2 \ {[1, 0, 0]}ͱ C̃2Λψ ◦ ϕ0ͰషΓ߹ΘͤΔ͜ͱʹΑͬ
ͯCP 2#CP 2Λߏͨ͠. f : C2 \ {0} → C2 \ {0} Λ f(u1, u2) := (u1, u2)ͱఆ
ΊΔͱ, f ͖Λཪฦ͢ඍಉ૬ࣸ૾Ͱ͋Γ. ैͬͯCP 2 \ {[1, 0, 0]}ͱ C̃2Λ
ψ ◦ f ◦ ϕ0ʹΑͬͯషΓ߹ΘͤΔ͜ͱʹΑͬͯಘΒΕΔଟ༷ମ

CP 2 \ {[1, 0, 0]} ∪ψ◦f◦ϕ0 C̃2

, X = CP 2#CP 2ʹଞͳΒͳ͍. ྫ2.4ͱಉ༷ʹͯ͠, CP 2\{[1, 0, 0]}ͷ(C∗)2-

ʹॴతہʹ༺࡞Xͷ͕༺࡞ (C∗)2ͷΒ͔ͳ࣮දݱͱͳΔΑ͏ʹ֦ு͢Δ͜
ͱ͕͔֬ΊΒΕΔ. షΓ߹Θͤࣸ૾ψ ◦ f ◦ ϕ0ʹҙͯ͠, g = (g1, g2) ∈ (C∗)2ʹ
ରͯ͠

ϕ′
1 ◦ g ◦ ϕ′−1

1

(
u1,

v2
v1

)
=

(
g1u1, g

−1
1 g2

v2
v1

)
,

ϕ′
2 ◦ g ◦ ϕ′−1

2

(
u2,

v1
v2

)
=

(
g2u2, g1g2

−1 v1
v2

)

ͱͳΔ.

Ұൠʹ, topological toric manifold ʹରͯ͠, (C∗)n-stable ͳ෦ଟ༷ମʹԊͬ
ͯ͋Δछͷखज़ʢCP nΛ࿈݁ͳͲʣΛͨ͠ࢪͷ topological toric manifold

ͷߏΛͭ࣋. ͜ͷ͜ͱ͔Β, topological toric manifold ͷτϙϩδʔ, toric

manifold ΑΓଟ༷ੑʹΜͰ͍Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.

4. (C∗)nͷදݱ
(C∗)nͷҙͷతͳදݱશՄͰ͋Δ. ,೦ͳ͕Β ͠ݱΒ͔ͳද
͠શՄͰͳ͍. ͔͠͠, దͳԾఆͷԼͰྑ͍ੑ࣭Λͭ࣋.

໋ 4.1. ρ : (C∗)n → GL(2n,R)ΛΒ͔ͳ࣮2nݩ࣮࣍දݱͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

• R2nͷదͳෳૉߏʹΑͬͯ, ρෳૉnݩ࣍දݱͱΈͳͤΔ.

• ρશՄͰ͋Δ. ಛʹ (C∗)nՄ܈Ͱ͋Δ͔Βෳૉ ͷݱදݩ࣍1
ͱΈͳͤΔ.
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ैͬͯ, (C∗)nͷΒ͔ͳ࣮ 2nݩ࣮࣍දݱΛ͢ߟΔʹ, C∗ͷΒ͔ͳෳ
ૉ1ݩ࣍දݱΛௐΔ͜ͱ͕ॏཁʹͳΔ. ҙͷΒ͔ͳෳૉ1ݩ࣍දݱρ : C∗ →
GL(1,C) = C∗, p ∈ C, q ∈ ZΛ༻͍ͯ࣍ͷΑ͏ʹҰҙతʹॻ͚Δ:

ρ(g) = |g|p
(

g

|g|

)q

= ep log |g|
(

g

|g|

)q

.

͜ͷෳૉ ݱදݩ࣍1 ρ͕తͰ͋Δඞཁे݅, p = qͱͳΔ͜ͱͰ͋Δ.

త, Β͔ͳෳૉ ,શମHomalg.(C∗,C∗)ݱදݩ࣍1 Homsmooth(C∗,C∗)ͦΕ
ͧΕ܈ͱͯ͠Z, C×ZͱಉܕͰ͋Δ͕, ͜ͷಉܕͷԼͰHomalg.(C∗,C∗)ର֯ઢ
ू߹ͱͯ͠Homsmooth(C∗,C∗)ʹؚ·Ε͍ͯΔ.

Homalg.(C∗,C∗) ↪→ Homsmooth(C∗,C∗)

∼ = ∼ =

Z ↪→ C× Z

∈ ∈
q '→ (q, q)

5. Topological fan
ෳૉnݩ࣍ͷ toric variety, nݩ࣍ͷ fanͱݺΕΔΈ߹ΘͤͷରͱҰର
ҰʹରԠ͢Δ͜ͱ͕Α͘ΒΕ͍ͯΔ. ಛʹ toric manifoldͱରԠ͢ΔΑ͏ͳ fan

, nonsingular, complete ͱ͍͏ fan ͷੑ࣭Ͱಛ͚ΒΕΔ. Toric manifold

ͷ߹ͱಉ༷ʹ, topological toric manifold ʹରͯ͠, ͋ΔΈ߹Θͤͷର
ͱରԠ͚Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

࣮ 2nݩ࣍ topological toric manifold XίϯύΫτ͔ͭہ͕༺࡞ॴతʹ࣮
දݱͰ͋ΔͷͰ, Xͷ (C∗)n-orbitͷݸ༗ݸݶͰ,֤ orbitͷݩ࣍ۮݩ࣍Ͱ
͋Δ. ಛʹ (C∗)n-stableͳ༨2ݩ࣍ͷ࿈݁ͳ෦ଟ༷ମX1, . . . , Xm༗ݸݶͰ,͜
ΕΒΛ characteristic submanifolds ͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ. Topological toric manifold

ΛௐΔʹ͋ͨͬͯ, characteristic submanifolds ͕ॏཁͳׂΛՌͨ͢.

·ͣ, characteristic submanifolds ͕ͲͷΑ͏ʹަΘ͍ͬͯΔ͔ΛݟΔ. ͦͷͨ
Ίʹ, ͷ࣍ abstract simplicial complex ΣΛ͑ߟΔ:

Σ := {I ∈ [m] |
⋂

i∈I

Xi #= ∅}.

,ʹ࣍ ֤ characteristic submanifold Xi͕, XͷதͰ (C∗)nʹΑͬͯͲͷΑ͏ʹݻ
ఆ͞Ε͍ͯΔ͔ΛݟΔ.

ิ 5.1. GiΛXiͷ֤Λݻఆ͢Δ (C∗)nͷ෦܈Ͱ, .େͷͷͱ͢Δ࠷ ͜ͷ
ͱ͖, Xiͷ๏ଋ νiͷ͖ʹରͯ͠, Gi͕ νiͷ֤ϑΝΠόʔʹC-ઢ࡞ʹܗ༻͢Δ
Α͏ͳνiͷෳૉߏ͕Ұҙతʹଘ͢ࡏΔ.

ҙ 5.2. Toric manifold ෳૉଟ༷ମͰ͋Γ, ͦͷ characteristic submanifold

(toric divisor ͱݺΕΔ) ਖ਼ଇ෦ଟ༷ମʹͳΔ. ͱ͘ʹ๏ଋʹࣗવͳෳૉ
.͕ೖΔߏ
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Ͱ͋ͬܕͱͯ͠C×Zͱಉ܈શମHomsmooth(C∗,C∗)ݱදݩ࣍Β͔ͳෳૉ1
ͨ. ैͬͯHomsmooth(C∗, (C∗)n) (C× Z)nͱಉܕʹͳΔ. Xiͷ๏ଋνiͷ͖ʹ
ରͯ͠, β(i) ∈ (C× Z)nΛ,

(λβ(i)(g))∗(ξ) = gξ, ∀g ∈ C∗, ∀ξ ∈ νi

ͰఆΊΔ. ͜͜Ͱ, λβ(i) : C∗ → Gi ⊂ (C∗)nβ(i)ʹରԠ͢Δ४ಉܕ, ,ลඍࠨ

ӈลิ5.1ͷෳૉߏͰఆٛ͞ΕΔ. ͜ͷβ(i)νiͷ͖ʹରͯ͠Ұҙతʹఆ
·Δ. Topological toric manifold Xʹରͯ͠, ͦͷ characteristic submanifoldsͷ
๏ଋͷ͖Λ omniorientation ͱݺͿ. Omnioriented topological toric manifold

Xʹରͯ͠, ͨ͠∆(X)ߏࠓ = (Σ, β)ΛରԠͤ͞Δࣸ૾Λ, ∆ͱॻ͘͜ͱʹ
͢Δ.

ྫ 5.3. ྫ 3.2ͷ X = CP 2#CP 2 = CP 2 \ {[1, 0, 0]} ∪ψ◦f◦ϕ0 C̃2 ࣍ͷ 4ͭͷ
characteristic submanifolds Λͭ࣋:

X1 := {[z0, z1, z2] ∈ CP 2 \ {[1, 0, 0]} | z0 = 0},
X2 := {[z0, z1, z2] ∈ CP 2 \ {[1, 0, 0]} | z1 = 0},

X3 := {((u1, u2), [v1, v2]) ∈ C̃2 | u1 = u2 = 0},
X4 := {[z0, z1, z2] ∈ CP 2 \ {[1, 0, 0]} | z2 = 0}.

͜͜Ͱ, ดแXͷதͰͱΔ. ͜ͷͱ͖Σ4͔ΒͳΔ simplicial complex

Σ = {∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}}

ͱͳΓ, β : {1, 2, 3, 4} → C2 × Z2 ∼= (C× Z)2࣍Ͱ༩͑ΒΕΔ:

β(1) = (−e1 − e2,±(e1 + e2)), β(2) = (e1,±e1),

β(3) = (e1 + e2,±(e1 − e2)), β(4) = (e2,±e2).

ͨͩ͠, “±”, ֤Xiͷ๏ଋ νiͷ͖ʹґଘܾͯ͠·Δ. Լͷਤ 1, ֤ iʹର͠
ͯβ(i) ∈ C2 × Z2ͷෳૉ෦ͷ࣮෦ͷࣹӨΛ bi, ෦ͷࣹӨΛ viͱ͠
ͯ, Σʹؚ·ΕΔΑ͏ͳ୯ମʹؔͯ͠ਲ਼Λͨ͑ߟͷͰ͋Δ. ͜͜Ͱ, viͷූ߸
దʹબΜͩ.

b

b

bb

v

v

v

v

ਤ 1: vectors bi and vi
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ఆٛ 5.4. ΣΛ [m] := {1, . . . ,m}্ͷ abstract simplicial complex ͱ͢Δ. β :

[m] → (C× Z)n͕,

1. β(i) ∈ (C× Z)nͷෳૉ෦ͷ࣮෦ͷࣹӨΛ bi ∈ Rnͱॻ͘͜ͱʹ͢Δ.

֤ I ∈ Σʹର͠, ∠bIͰ bi, i ∈ Iͷਖ਼݁߹શମΛද͢͜ͱʹ͢Δ.

• {bi}i∈IR্Ұ࣌ಠཱͰ͋Δ. ͭ·Γ, ∠bIRnͷ |I|ݩ࣍ͷਲ਼Ͱ͋Δ.

• ҙͷ I, J ∈ Σʹରͯ͠, ∠bI ∩∠bJ = ∠bI∩J͕Γཱͭʢͭ·Γ, fan

Λͳ͢ʣ.

•
⋃

I∈Σ∠bI = Rnʢfan ͷҙຯͰ completeʣ.

2. β(i)ͷ෦Λ, vi ∈ Znͱॻ͘͜ͱʹ͢Δ. ֤ I ∈ Σʹର͠, {vi}i∈I
ZnͷZ-جఈͷҰ෦Ͱ͋Δʢfan ͷҙຯͰ nonsingularʣ.

͜ΕΒΛຬͨ͢ͱ͖, ∆ = (Σ, β)Λ nonsingular complete topological fan ͱ
.Ϳݺ

ఆ͔ٛΒͪʹ, ΣͷزԿֶత࣮ݱ |Σ| (n− .໘ͱಉ૬ʹͳΔٿݩ࣍(1 ·ͨ,

Z ↪→ C× Z, q '→ (q, q)Λ௨ͯ͠, τʔϦοΫزԿʹ͓͚Δ nonsingular complete

fan  nonsingular complete topological fan ͷಛผͳ߹ͱݟͳͤΔ.

ఆཧ 5.5. Omnioriented topological toric manifold Xʹରͯ͠, ∆(X) = (Σ, β)

 nonsingular complete topological fan ʹͳΔ. ͞Βʹ͜ͷରԠ∆ʢಉྨܕΛ
আ͍ͯʣҰରҰͰ, :Δ͢ʹͷਤࣜΛՄ࣍

{toric mfds.} ∆−→ {nonsing. comp. fans}

←
↩

" ←
↩

{top. toric mfds.} ∆−→ {nonsing. comp. top. fans}.

ҙͷ nonsingular complete topological fan (Σ, β)ʹରͯ͠, ∆(X) = (Σ, β)Λ
ຬͨ͢Α͏ͳ omnioriented topological toric manifold XΛ۩ମతʹߏ͢Δ͜
ͱ͕Ͱ͖Δ. J ⊂ [m]ʹରͯ͠, coordinate subspace LJ ⊂ CmΛ,

LJ := {(z1, . . . , zm) ∈ Cm | zj = 0, j ∈ J}

Ͱఆٛ͢Δ. ͯ͢ͷJ /∈ ΣͱͳΔLJͷ߹ซͷิۭؒ

U(Σ) := Cm \
⋃

J /∈Σ

LJ

Λ,
∏m

j=1 λβ(j) : (C∗)m → (C∗)nͷ kernel Ͱׂͬͨͷ

U(Σ)/ ker
m∏

j=1

λβ(j)

͕, ∆(X) = (Σ, β)Λຬͨ͢ topological toric manifold XʹͳΔ.
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6. Torus manifold ͱͯ͠ͷҐஔ͚
(S1)nͷޮՌతͳ࡞༻͖ͷ͖͚Մͳ2nݩ࣍ดଟ༷ମͰ͋ͬͯ,ෆಈΛ࣋
ͭͷ, torus manifold ͱݺΕΔ ([5], [9]). 2nݩ࣍ topological toric manifold

X ͷ (C∗)n-࡞༻Λ (S1)n-ͨ͠ݶ੍ʹ༺࡞ͷ, torus manifold ʹͳΔ. ·ͨ,

torus manifold ͷͳ͢ topological toric manifold ͷͳ͢ͱൺͯඇৗʹେ
͖͍. Torus manifold ʹରͯ͠, multi-fan ͱݺΕΔΈ߹Θͤͷର͕ର
Ԡ͚ΒΕΔ͕, .೦ͳ͕ΒͦͷରԠҰରҰʹͳΒͳ͍

(S1)nͷ2nݩ࣍ดଟ༷ମMͷہ͕༺࡞ॴతʹ࣮දݱͰ͋Δͱ͖, ͦͷ࡞༻
 locally standard ͱݺΕ, .ಓۭؒM/(S1)n͖֯ଟ༷ମʹͳΔي ෳૉn࣍
ݩ toric manifold Xͷ (S1)n-࡞༻ locally standard Ͱ, ैͬͯX/(S1)n֯
͖ଟ༷ମʹͳΔ͕, ಛʹX͕ࣹӨతͰ͋Δ߹, X/(S1)n͕୯७ತଟ໘ମʹͳ
Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ͜ͷ؍͔Β, Davis-Januskiewicz ࣍Λఆٛͨ͠:

ఆٛ 6.1 ([3]). (S1)n-࡞༻͖2nݩ࣍ดଟ༷ମM͕

• (S1)n-࡞༻͕ locally standard Ͱ͋Δ,

• ಓۭؒM/(S1)n͕୯७ತଟ໘ମͰ͋Δي

ͱ͖, MΛ quasitoric manifold ͱ͍͏.

Topological toric manifold ͷ੍͞ݶΕͨ (S1)n-࡞༻ locally standard Ͱ͋
Δ͕, ඞͣ͠يಓۭؒ୯७ತଟ໘ମͱݶΒͳ͍. ͔͠͠ͳ͕Β, ୯७ತଟ໘
ମͱ࣭ੑͨࣅΛ͍ͯͬ࣋Δ.

໋ 6.2. 2nݩ࣍ Topological toric manifold XͷيಓۭؒX/(S1)nʹ͍ͭͯ,

• ֤ face ͓ΑͼX/(S1)nࣗՄॖʹͳΔ.

• ∂(X/(S1)n), Σͷٯ posetͱಉܕʹͳΔ. ಛʹ, ҙͷ2ͭͷ facesͷަΘ
Γ࿈݁Ͱ͋Δ. ͜͜Ͱ, ΣXʹରԠ͢Δ topological fan ∆(X) = (Σ, β)

Ͱఆٛ͞ΕΔ simplicial complex Σ.

໋6.2ͱ, Masuda-Panovͷ݁Ռ ([10])Λ༻͍Δͱ, topological toric manifold

ͷίϗϞϩδʔΛ, ରԠ͢Δ topological fan ͔Β͢ࢉܭΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ఆཧ 6.3. ∆(X) = (Σ, β)Λ topological toric manifold XʹରԠ͢Δ topological

fan, vi ∈ Zn, i = 1, . . . ,mΛβ(i) ∈ (C×Z)nͷ෦ͱ͢Δ. ͦͷͱ͖, 
ίϗϞϩδʔH∗(X;Z)࣍Ͱ༩͑ΒΕΔ:

H∗(X;Z) ∼= Z[x1, . . . , xm]/I + J ,

͜͜Ͱ, ֤มxiͷ࣍2Ͱ, I, J ͦΕͧΕ

• ͯ͢ͷ I /∈ Σʹର͠,
∏

i∈I xiͰੜ͞ΕΔΠσΞϧI,

• ͯ͢ͷu ∈ Hom(Zn,Z)ʹର͠,
∑m

i=1〈u, vi〉xiͰੜ͞ΕΔΠσΞϧJ .
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ఆཧ 6.3ʹ͓͍ͯ, β : [m] → (C × Z)nͷෳૉ෦දࣔʹදΕͳ͍. ,ࡍ࣮

2nݩ࣍ topological toric manifold ͷ (S1)n-ಉมಉ૬ྨ, simplicial complex Σ

ͱβͷ෦͚ͩͰશʹܾ·Δ.

Topological toric manifold ͱ quasitoric manifold ͷ֓೦ toric manifold Λ
,ʹݩ ͦΕͧΕผͷํ͔ੑΒఆٛ͞ΕͨͷͰ͋Δ͕, :Δ͕͋ͷΑ͏ͳؔ࣍

ఆཧ 6.4. Topological toric manifold ͷͳ͢, quasitoric manifold ͷͳ͢
ΛਅʹؚΉ. ͜͜Ͱ, (S1)n-ಉมಉ૬ͳͷಉ͡ͷͱΈͳ͢. ͭ·Γ, ҙͷ
quasitoric manifold ͷ (S1)n-࡞༻, (C∗)n-ہʹ༺࡞ॴతʹ࣮ͳදݱͱͳΔΑ͏
ʹ֦ு͢Δ.

!" #$%& '(torus manifolds

!" #$%& '(topological toric manifolds

!" #$%& '(quasitoric manifolds
!" #$%& '(toric manifolds

!" #$%& '(projective toric manifolds

!!!
!!!

!!!
!!!

!

"""
"""

"""
"""

"

###
###

###
###

#

!!!
!!!

!!!
!!!

!

7. Real topological toric manifolds
(C∗)nͷΘΓʹ, (R∗)nͷہ͕༺࡞ॴతʹ࣮දݱͱͳΔΑ͏ͳ࣮nݩ࣍ (R∗)n-

manifold ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ఆٛ 7.1. (R∗)n-࡞༻͖࣮nݩ࣍࿈݁ดଟ༷ମX͕ real topological toric manifold

Ͱ͋Δͱ, ͋Δ࠲ඪۙܥ{ϕα : Uα → Rn}αͰ͋ͬͯ,

• Uα  (R∗)n-stable Ͱ͋Δ. ͭ·Γ, (R∗)n-࡞༻Ͱด͍ͯ͡Δ.

• ϕαΛ௨ͯ͠, (R∗)n-࡞༻ (R∗)nͷ࣮nݩ࣍ͷΒ͔ͳ࣮දݱͰ͋Δ.

Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛ͏ݴ.

Real topological toric manifoldsͷτϙϩδʔ, topological toric manifoldsͷ
τϙϩδʔΑΓ͋ΔҙຯͰෳࡶͰ͋Δ. Topological toric manifolds ͷجຊ܈
ࣗ໌Ͱ͋Δͷʹର͠, real topological toric manifolds ͷجຊ܈ඇࣗ໌Ͱ͋Γ,

.͚ෆՄͳͷ͋Δ͖ ·ͨ, ͠͠ aspherical manifold ʹͳΔ.

ྫ 7.2. छ͕0Ͱͳ͍ҙͷดۂ໘M, ͳΔΑ͏ͳʹݱॴతʹ࣮දہ (R∗)2

ͷ࡞༻Λͭ࣋. ಛʹ, M real topological toric manifold ͷߏΛͭ࣋.

Topological toric manifolds ͱಉ༷ʹ, real topological toric manifold ʹ
߹ͤతର, real topological fan Λগ͠ͷमਖ਼ͷޙʹରԠ͚Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.
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nݩ࣍ Real topological toric manifold X ʹରͯ͠, ༨ݩ࣍ 1ͷ (R∗)n-stable

ͳ෦ଟ༷ମΛ characteristic submanifold ͱΑͼ, ͦΕΒͷަΘΓͷใͰ͋
Δ simplicial complex Σ, ֤ characteristic submanifold Λݻఆ͢Δ෦܈ͷใ
β : [m] → (R× Z/2Z)nͷ (Σ, β)ΛରԠͤ͞Δ.

ఆٛ 7.3. ΣΛ [m] := {1, . . . ,m}্ͷ abstract simplicial complex ͱ͢Δ. β :

[m] → (R× Z/2Z)n͕,

1. β(i) ∈ (R× Z)nͷ࣮෦ͷࣹӨΛ bi ∈ Rnͱॻ͘͜ͱʹ͢Δ. ֤ I ∈ Σʹର
͠, ∠bIͰ bi, i ∈ Iͷਖ਼݁߹શମΛද͢͜ͱʹ͢Δ.

• {bi}i∈IR্Ұ࣌ಠཱͰ͋Δ. ͭ·Γ, ∠bIRnͷ |I|ݩ࣍ͷਲ਼Ͱ͋Δ.

• ҙͷ I, J ∈ Σʹରͯ͠, ∠bI ∩∠bJ = ∠bI∩J͕Γཱͭʢͭ·Γ, fan

Λͳ͢ʣ.

•
⋃

I∈Σ∠bI = Rnʢfan ͷҙຯͰ completeʣ.

2. β(i)ͷ (Z/2Z)n-෦Λ, vi ∈ (Z/2Z)nͱॻ͘͜ͱʹ͢Δ. ֤ I ∈ Σʹର͠,

{vi}i∈IZ/2Z্Ұ࣌ಠཱͰ͋Δ.

͜ΕΒΛຬͨ͢ͱ͖, ∆ = (Σ, β)Λ nonsingular complete real topological fan

ͱݺͿ.

Topological toric manifoldsͷ߹ͱಉ༷ʹ, real topological toric manifoldsͷ
ಉมඍಉ૬ྨͱ, nonsingular complete real topological fan ͷಉྨܕͱͷؒʹ
ҰରҰରԠ͕͘.

Quasitoric manifold ͷఆٛʹ͓͍ͯ, (S1)nͷΘΓʹ (Z/2Z)nͷ࡞༻Λ͑ߟ
ͨnݩ࣍ଟ༷ମΛ small cover ͱݺͿ ([3]). ఆཧ6.4ͱಉ༷ʹ, nݩ࣍ small covers

ͷͳ͢ (Z/2Z)n-manifolds ͷ, nݩ࣍ real topological toric manifolds ͷͳ͢
ʹਅʹؚ·ΕΔ͑ݴ͕ࣄΔ.

8. ͷͱ՝ޙࠓ
2nݩ࣍ topological toric manifoldsͷ (S1)n-ಉมಉ૬ྨ, ͋Δ͍ (C∗)n-ಉมඍ
ಉ૬ྨͷྨ, ରԠ͢Δ topological fan ͔ΒͪʹಡΈऔΕΔ. ͔͠͠ͳ͕Β,

2ͭͷ topological toric manifolds ͕͍ͭʢඍʣಉ૬Ͱ͋Δ͔Λఆ͢Δ͜ͱ
͍͠. ෆٞࢥͳ͜ͱʹ, ίϗϞϩδʔ͕ಉܕͰ͋ͬͯ, ඍಉ૬Ͱͳ
͍Α͏ͳ topological toric manifolds ͍·ͩΒΕ͍ͯͳ͍. ैͬͯ, ίϗϞϩ
δʔ͕ topological toric manifold ͷશෆมྔʹͳΔ͔Ͳ͏͔͕Ͱ͋Δ.

͜ͷʹ͍ͭͯ, ͷ߹͓Αͼ͍͔ͭ͘ͷಛผͳݩ࣍4 toric manifolds ʹͭ
͍ͯਖ਼͍͜͠ͱ͕Θ͔͍ͬͯΔ ([2, Section 2])͕, Ұൠͷ߹ʹ͍ͭͯ΄ͱ
ΜͲԿΘ͔͍ͬͯͳ͍.

Topological toric manifolds ͷதͰ, toric manifolds ࣍ͷΑ͏ʹಛ͚Β
ΕΔ:
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ఆཧ 8.1 (Theorem 1.2, [6]). 2nݩ࣍ topological toric manifold X্ʹ (C∗)n-ෆ
มͳ֓ෳૉߏJ͕ଘ͢ࡏΔͳΒ, JՄੵͰ, X͋Δ toric manifold ͱಉ
.ͳΔʹܕ

ఆཧ 8.1 (S1)n-ෆมͳ֓ෳૉߏʹ͍ͭͯΓཱͨͳ͍. Kustarev  2n

ݩ࣍ quasitoric manifold ʹରͯ͠ (S1)n-ෆมͳ֓ෳૉߏ͕ଘ͢ࡏΔඞཁे
݅Λ༩͓͑ͯΓ ([8]), ͜ͷ݁Ռ༰қʹ topological toric manifold ʹ֦ுͰ͖
Δ. ͔͠͠, ҙͷ topological toric manifold ۩ମతͳہॴ࠲ඪۙܥΛ༰қ
ʹऔΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͕, (S1)n-ෆมͳ֓ෳૉߏΛͦͷہॴ࠲ඪܥΛͯͬ۩ମ
తʹهड़͢Δ͜ͱқ͘͠ͳ͍.

͜ΕߨԋऀͷرͰ͋Δ͕, topological toric manifold ্ͷ۩ମతͳ (S1)n-

ෆมͳඍزԿߏͰ, .͍ͯ͠ΔظԿ͕Ͱ͖Δ͜ͱΛزຯਂ͍ڵ
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レンズ空間におけるデーン手術実現問題について

丹下基生 (京都大学　数理解析研究所)

概 要
デーン手術によってレンズ空間を得る結び目の Alexander多項式の詳細を求める方法を解

説し、最終的に、レンズ空間手術実現問題の解決のための方針について解説する。

1 デーン手術
1.1 デーン手術実現問題

Σを任意の 3次元多様体とし、Σ内の結び目K ⊂ Σに対するデーン手術とは、Kの管状近傍
ν(K)の補空間E(K) = Σ−ν(K)にソリッドトーラスD2×S1を写像φ : ∂(D2×S1) → ∂E(K)

によって境界同士貼り合わせる操作をいう。このような状況を Σ
(K,φ)→ M と書き、ΣからM へ

の道と捉える。また、できた多様体 (Σ上のK に沿った φ-手術)を Σ(K,φ)とも書く。Σ(K,φ)
の同相類は φ(∂D2 × pt)の isotopy類によってのみ決まる。従って Σをホモロジー球面とす
ると、∂E(K) 上に K の meridian と longitude が一意に決められるので ∂E(K) 上の単純閉
曲線の一意的な表示 p[meririan] + q[longitude]が得られる。この場合 φを p/q ∈ Q ∪ {∞}と
考える。この有理数のことを slopeともいう。レンズ空間の定義は自明結び目 U の有理数手
術として L(p, q) = S3(U, p/q)と書かれる。古典的に次の定理が知られている。
定理 1.1 (Lickorish[14], Wallace[28]). 任意の有向閉 3次元多様体M には、下のようなデー
ン手術の列が存在する。

S3 (K1,φ1)→ Σ1
(K2,φ2)→ Σ2 → · · · (Kn,φn)→ M

つまり、この定理は任意の 3次元多様体全体はこのような道に沿って連結であることを主
張している。従って、次のような問題が自然に生まれる。

問題 1.1. (1) S3 (K,φ)→ M を満たすM はどのような集合か？

(2) 一般に、Σ (K,φ)→ M となるM の集合は何か？

(3) 道 Σ
(K,φ)→ M が存在するためのM と Σの条件は何か？

(4) (3)が成立したときに Σ
(K,φ)→ M を満たす (K,φ)を全て求めよ。

この講演の題名のデーン手術実現問題とは (3)のことをいう。またはそのような条件をM
と Σの間のデーン手術判定条件といえる。(4)は (3)より困難であることを注意しておく。こ
の講演ではM を任意のレンズ空間、Σをホモロジー球面としたときのデーン手術判定条件を
考察することである。(4)に関してよく知られている解答は次である。
定理 1.2 (Gordon-Luecke[9],Kronheimer-Mrowka-Ozsváth-Szabó[12], Gabai[7], Ghiggini[8],Baker[1]).
T2,n を (2, n)-torus結び目とする。このとき、r ∈ Q, n ∈ Zとして次が成り立つ。

(1) S3 (K,r)→ S3 を満たす K は U のみである。

(2) S3 (K,r)→ L(p, 1)を満たす K は U のみである。

(3) S3 (K,r)→ S2 × S1 を満たす K は U のみである。

(4) S3 (K,r)→ Σ(2, 3, 5)を満たす K は T2,3 のみである。

(5) S3 (K,4n+3)→ L(4n + 3, 4)を満たす K は T2,n のみである。

1
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1.2 レンズ空間手術
S3 上のレンズ空間手術に関するこれまでの結果をサーストンによる結び目の分類（トーラ

ス結び目、サテライト結び目、双曲結び目）に沿ってまとめておく。
定理 1.3 (Moser[16]). Tr,s の p

q -手術で得られるレンズ空間は L(p, qr2)であり、 p
q = rs ± 1

q

である。その他の有理数手術はレンズ空間の連結和か small Seifert多様体である。
定理 1.4 (Bleiler-Litherland[4],Wu[29]). サテライト結び目に沿って得られるレンズ空間は、
Tr,s の 2-cable結び目だけであり、そのレンズ空間は L(4rs ± 1, 4r2)である。

S3 上の結び目のデーン手術の分類は双曲結び目が問題であり次が示すように整数手術のみ
を考えればよい。
定理 1.5 (Culler-Gordon-Luecke-Shalen[5]). 双曲結び目に沿って得られるレンズ空間は整数
手術のみである。さらにそのような手術は高々2個だけであり、2個ある場合はその slopeは連
続する。
一般にホモロジー球面 Σに対して Σ(K, p) = L(p, q)であるとき、K̃ を Σ(K, p)の dual結

び目 (手術のコア circle)として、cを L(p, q)の種数 1の Heegaard分解のコアの 1つとすると

[K̃] = k[c] ∈ H1(L(p, q),Z)

となる k ∈ Z/pZ が存在する。また、レンズ空間の linking form を計算することによって、
k2 = q (p)がわかる。この対 (p, k)をレンズ空間手術のパラメータと呼ぶことにする。ただ、
Heegaard分解のコアの取り方と向きづけによって k ↔ k−1(p)と k ↔ −k(p)なる曖昧さがあ
る。また、(p, k)は互いに素であることもわかる。

Bergeは任意のパラメータ (p, k)に対してある手術 Σ
(K,p)→ L(p, q)を構成した。

定義 1.1 (Doubly primitive[2]). Σを Heegaard種数が 2のホモロジー球面とする。このとき、
Σ = U0 ∪Σ2 U1 を種数 2の Heegaard分解とする。このとき、K が doubly primitiveであると
は、(i)K ⊂ Σ2 であること、(ii)[K] ∈ π1(Ui) i = 0, 1が primitiveであることとして定義す
る。ただし [K]が primitiveとは、ある rankが 2の自由群への群同型 π1Ui

∼= F2 = 〈x, y〉を
通して、[K]が x, y のどちらかであることをいう。
定理 1.6 ([2]). 任意の互いに素な整数の組み (p, k)に対してそれをレンズ空間手術パラメータ
にもつ doubly primitive結び目 (Σ, K) がただひとつ存在する。逆に、任意の doubly primitive
結び目 (Σ, K)に対してある整数 pが存在して、Σ(K, p) = L(p, q) (k2 = q (p))が満たされる。

Bergeはさらに次の予想を立てた。それを一般に Berge予想と呼ぶ。

予想 1.1 ([2]). S3 (K,p)→ L(p, q)ならば K はある doubly primitive結び目である。
さらに Bergeは S3 上の doubly primitive結び目を以下のリストとして書きだした。

リスト 1.1 ([2]). 以下の (p, k)は S3 上の doubly primitive結び目のパラメータである。

type condition type condition
(I,II) p = ik ± 1(k2); gcd(i, k) = 1 or 2 (VII) k2 ± k ± 1 = 0 (p)

(III) p =

{
±(2k − 1)d (k2); k+1

d ∈ 2Z+ 1

±(2k + 1)d (k2); k−1
d ∈ 2Z+ 1

(VIII) k2 ± k ± 1 = 0 (p)

(IV) p =

{
±(k − 1)d (k2); 2k+1

d ∈ Z
±(k + 1)d (k2); 2k−1

d ∈ Z
(IX)

{
p = 22j2 + 9j + 1

k = 11j + 2
(j ∈ Z)

(V) p =

{
±(k + 1)d (k2); k+1

d ∈ 2Z+ 1

±(k − 1)d (k2); k−1
d ∈ 2Z+ 1

(X)

{
p = 22j2 + 13j + 2

k = 11j + 3
(j ∈ Z)

Bergeの論文にはこのリストが S3 上の全ての doubly primitive結び目のパラメータどう
かの証明はなく、次のような予想が立てられた。
予想 1.2 (Berge[2]). このリストは S3 上の doubly primitive結び目の完全なリストである。
この予想は次と同値である。

予想 1.3. S3 と L(p, q)が整数手術の道で結べるための必要十分条件はそのパラメータがリス
ト 1.1 に属することである。
これらの予想は Σ = S3、M = L(p, q)に対するデーン手術実現問題 (3)（問題 1.1）であ

るが、この問題は最近解決された。
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定理 1.7 (Berge[3], Greene[10]). このリスト 1.1 は S3 上の doubly primitive 結び目の完全
なリストである。従って、予想 1.3は正しい。
ここでは予想 1.3に対して Greene、Bergeらの証明とは全く別の証明を与えたい。しかし

予想 1.1は未だ解決されていない。

1.3 ホモロジー球面上のレンズ空間手術
ホモロジー球面上のレンズ空間手術において問題 1.1の (3)に対する判定条件がある。

定理 1.8 (Fintushel-Stern[6]). レンズ空間 L(p, q)があるホモロジー球面 Σからの道 Σ
(K,p)→

L(p, q)として得られるための必要十分条件は q = x2(p)となる整数 xが存在することである。
また、非存在に関しては

定理 1.9 (T.[24]). Σ = Σ(2, 3, 5)とすると、任意の L(p, q) (p > 0)に対して Σ
(K,p)→ L(p, q)

となる道 (K, p)は存在しない。Σ = Σ(2, 3, 5)#Σ(2, 3, 5)とすると、任意の整数 pに対して、
Σ

(K,p)→ L(p, q)となる道 (K, p)は存在しない。
具体的なホモロジー球面に対する存在定理は次である。

定理 1.10 (T.[21],[23]). Σをある条件を満たす Brieskornホモロジー球面、もしくはそれら
の splicing、Mazur多様体の境界とすれば、doubly primitive結び目による道 Σ

(K,p)→ L(p, q)
が存在する。
さらに、ポアンカレホモロジー球面 Σ(2, 3, 5)に関して次のリストがある。

リスト 1.2 ([21]). 以下の (p, k)はΣ(2, 3, 5)上の doubly primitive結び目のパラメータである。
p k 2g − p − 1 the eq. Z/pZ

A1 14J2 + 7J + 1 7J + 2 −|J | 2k2 − k + 1
A2 20J2 + 15J + 3 5J + 2 −|J | 4k2 − k + 1

B 30J2 + 9J + 1 6J + 1 −|J | 5k2 − k + 2

C1 42J2 + 23J + 3 7J + 2 −|J | 6k2 − k − 1
C2 42J2 + 47J + 13 7J + 4 −|J | 6k2 − k − 1
D1 52J2 + 15J + 1 13J + 2 −|J | 4k2 − k − 1
D2 52J2 + 63J + 19 13J + 8 −|J | 4k2 − k − 1
E1 54J2 + 15J + 1 27J + 4 −|J | 2k2 − k − 1
E2 54J2 + 39J + 7 27J + 10 −|J | 2k2 − k − 1

F1 69J2 + 17J + 1 23J + 3 −2|J | 3k2 − k − 1
F2 69J2 + 29J + 3 23J + 5 −2|J | 3k2 − k − 1
G1 85J2 + 19J + 1 17J + 2 −2|J | 5k2 − k − 1
G2 85J2 + 49J + 7 17J + 5 −2|J | 5k2 − k − 1
H1 99J2 + 35J + 3 11J + 2 −2|J | 9k2 − k − 1
H2 99J2 + 53J + 7 11J + 3 −2|J | 9k2 − k − 1

I1 120J2 + 16J + 1 12J + 1 −2|J | 5k2 − 2k + 3
I2 120J2 + 20J + 1 20J + 2 −2|J | 3k2 − 2k + 2
I3 120J2 + 36J + 3 12J + 2 −2|J | 5k2 − 2k + 2

J 120J2 + 104J + 22 12J + 5 −|2J + 1| 5k2 + 2k − 3

K 191 15 −2

他のホモロジー球面上の doubly primitive結び目のリストも同じような 2次関数的な族と
Kのような例外的な族で構成されている。
予想 1.4. このリストはΣ(2, 3, 5)上の doubly primitive結び目の完全なリストであり、予想 1.3
と同じ主張が成り立つ。
主結果はこの予想と上記の Bergeと Greeneの結果を含んだ下の主張であり、現在進行中

の部分も含む。
定理 1.11 (主結果 [20]および予想). リスト 1.1(もしくはリスト 1.2)は S3(もしくはΣ(2, 3, 5))
内の doubly primitive結び目の完全なリストである。つまり、L(p, q)が S3(もしくはΣ(2, 3, 5))
と整数手術の道で結べるための必要十分条件はそのパラメータがこのリストに属することで
ある。
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レンズ空間手術をもつ結び目の Alexander多項式の係数ついて詳述することでこの定理を
証明する。その章の前に Alexander多項式についてまとめる。

2 Alexander多項式とその係数
Alexander多項式とは結び目のある多項式不変量でありデーン手術と密接にかかわる。

2.1 Alexander多項式
L(p, q)がホモロジー球面（および S3）からのデーン手術の道 (K, p)で結べるためのよく

知られている必要条件を 2つ述べる。

定理 2.1 (門上-山田 [11]). Y をホモロジー球面とする。Y
(K,p/q)→ (lens type)が成り立つとす

ると、rsq = ±1(p)を満たす互いに素な正整数 r, sが存在して

∆K(t)
.
=

(trs − 1)(t − 1)
(tr − 1)(ts − 1)

mod tp − 1

となる。lens typeとはホモロジーレンズ空間であって Reidemeister torsionがあるレンズ空間
と同じ 3次元多様体をいう。

定理 2.2 (Ozsváth-Szabó[17]). S3 (K,p)→ L(p, r)が成り立つとすると、

2g(K) ≤ p + 1

が成り立ち、ある正整数mと増加整数列 0 < n1 < n2 < · · · < nm が存在して

∆K(t) = (−1)m +
m∑

j=1

(−1)m−j(tnj + t−nj )

が成り立つ。g(K)は K の Seifert種数である。
定理 2.1の右辺は (r, s)トーラス結び目 Tr,s の Alexander多項式であることに注意する。

レンズ空間を構成する非自明結び目の最初の例はMoserによる torus結び目であった。この定
理から、不変量の立場においてその他の例も torus 結び目に近いことが観察できる。例えば、
山田裕一氏は全ての doubly primitive結び目は L型の divide結び目 (直線型が torus結び目
である)であることも証明している（[30]など）。またレンズ空間を作ることができる交代結び
目は T2,2n+1 のみであることも知られている [17]。
定理 2.2は S3 と同型な Heegaard Floer homoloyをもつ Σ(2, 3, 5)に替えても構わない。

また、最初の不等式と定理 2.1を合わせると、S3 もしくは Σ(2, 3, 5)からレンズ空間を作った
場合、ある torus結び目の Alexander多項式を tp − 1で割って得られる余りが（ほぼ）∆K(t)
そのものである。そのような余りを最小 reductionと呼ぶことにする。また、後半の条件は
多項式の係数が {0, 1,−1}に含まれ、その non-zero係数が交代的に振る舞うことを意味する
が、その 2つの条件をそれぞれ、flat、alternateと言うことにする。
これらの条件は不変量の数値的な条件であるが、次の節で示すようにレンズ空間手術の分

類にとても重要な factorである。ではそれらはどのようなトポロジーの性質の反映なのだろう
か？後半でこの制限がもつ Alexander多項式の non-zero係数同士のあるつながりについて触
れたい。

2.2 係数について
少し道は逸れるが数論で登場する円分多項式との比較を考える。d次の円分多項式 Φd(t)と

は原始 d乗根の最小 (既約)多項式として定義される。Tr,s の Alexander多項式は円分多項式
の積として

∆Tr,s(t)
.
= Φr1(t) · · ·Φrn(t) (1)

と書ける。ただし、集合 {r1, · · · , rn}は rsの 2以上の約数のうち r と sを除くもの全ての集
合である。円分多項式の研究でよく知られていることは次のことである。

mue
タイプライターテキスト
118



定理 2.3 (Migotti[15]). r, s を相異なる奇素数とすると、Φrs(t) = (trs−1)(t−1)
(tr−1)(ts−1) は flat かつ

alternateな多項式である。r, sを互いに素な整数として、多項式 (1)でも同じ性質をもつ。
この定理はレンズ空間手術を用いてトポロジカルに証明できる。しかし円分多項式はいつ

でも flatとは限らない。
定理 2.4 (誰が最初か不詳.Lehmer[13]など見よ.). Φ105(t)は non-flatな最初の円分多項式で
ある。Φ105(t)の係数に −2が現われる。さらに Φ385(t)は係数に −3が現れる最初の円分多項
式である。

105は 3 · 5 · 7と 3つ以上の奇素数の初めての積であり flat性を崩す (385 = 5 · 7 · 11)。3
つ奇素数の積 d = rsuがいつでも non-flatとも限らない (d = 3 · 7 · 31がある)。今では任意の
整数に対してそれを係数にもつ円分多項式の存在も知られている。
話をトポロジーに戻すと、任意のパラメータ (p, k)から、ある torus結び目 Tr,s が作られ

た。∆Tr,s(t)の flat性と alternate性は定理 2.3から保証される。その多項式の最小 reduction
を∆p,k(t)とすると、(p, k)が S3（または Σ(2, 3, 5)）上のレンズ空間手術のパラメータであっ
たとすれば、∆p,k(t)も flat性と alternate性を満たさなければならない。当然　最小 reduction
と ∆Tr,s(t)が一致する場合 (Moserの場合)はこれは無条件で成立する。しかしそうではない
場合でもこの条件をかいくぐって満たす例が存在する。それが例外的レンズ空間手術（双曲結
び目がレンズ空間を作る場合）である。ここで予想を 1つ挙げておく。
予想 2.1. ある互いに素なパラメータ (p, k)に対して、∆p,k(t)が flatかつ alternateであれば
(p, k)はある S3（もしくは Σ(2, 3, 5)）のレンズ空間手術のパラメータである。

この予想は多項式の flat 性と alternate 性が S3(orΣ(2, 3, 5))
(K,p)→ L(p, q) がパラメータ

(p, k) をもつ道として存在するための必要十分条件を主張している。この予想は S3 の場合に
Greene氏によって証明された [10]。筆者は Σ(2, 3, 5)上の手術を込めた別証明を現在進行中で
ある。この講演が成立するまでに完成していることを筆者は深く望んでいる。

3 完全な判定条件に向けて
この章では S3 もしくは Σ(2, 3, 5)上のレンズ空間手術の実現問題に向けて行われる重要な

ステップを説明し、判定条件 (予想 2.1)のためのアウトラインとしたい。大まかに言うと、flat
性と alternate性で制限されたパラメータ (p, k)がリスト 1.1もしくは 1.2 に含まれることを証
明する。これは Greene氏の手法と同様である。ここで使われる公式をいくつか導入しておく。

3.1 Alexander多項式の係数公式
ここで用いられる公式を準備する。パラメータ (p, k)を簡約化して（必要があれば kを −k

に入れ替えることで）0 < k < p/2としておく。そのような kを k1 とおく。次に pで割った余
りを負の数も許して絶対値が最小になるようにする絶対的最小剰余を採用してその剰余関数
を [·]p とする。このとき、[k−1

1 ]p を k2 とおく。この逆元は Z/pZでの乗法の逆元である。こ
こで、sgn(k2) = eとおく。また、qi = [−k2

i ]p として定義する。今、最小 reductionの係数を

∆p,k1(t) =
∑

|i|≤ p
2

ait
i

と置く。ただし pが偶数のとき a p
2

= a− p
2
としておく。このとき、ãi を

ãi = −m + e · #{j ∈ Ik1 |[−q2(j + k1i + c)]p ∈ Ik2} (2)

と定義しておくと、|i| ≤ p
2 において ai は ãi と一致する ([22])。（i = ± p

2 の場合は ai = 1
2 ãi

である。）ここで、記号の定義は

IK =

{
{1, 2, · · · , K} K > 0

{0,−1,−2, · · · , K + 1} K < 0

m = k1k2−1
p c = (k1+1+p)(k1−1)

p である。実はこの係数公式は前述の門上-山田の結果で得られ
た公式を展開したものである。ここで、A(i, j) = A(i + jk1) = ã−j−k2(i+c) と定義する。

dA(i + jk1) := A(i + jk1) − A(i + 1 + jk1) = A(i, j) − A(i + 1, j)

とおく。A(x)は計算するのは多少困難だが、その差分 dA(x)は以下のようになる。
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補題 3.1. 上記のような (p, k2, q2)に対して次の等式が成り立つ。

dA(x) = Ek2(xq2 + k2) − Ek2(xq2) (3)

Ek2(X)の定義は
{

e [X]p ∈ Ik2

0 otherwise
である。ゆえに dA(x)は (p, k)が（S3 上の手術のパラメー

タでなくても）{0, 1,−1}-値の関数になる。
ゆえに、絶対的最小剰余列 {[nq2]p}n∈ZはAlexander多項式の係数 ãiを決める。dA(0) = 1

であるから、係数の flat性からA(0) = ã−k2c = 1 or 0が分かる。一方 ã−k2c = −m+e ·#{j ∈
Ik2 |[−q2j]p ∈ Ik2}であるからこの式に epを掛けることで次の系を得る。
系 3.1 ([22]). 係数 ãi が flatであるとき次のどちらかが成り立つ。

p · #{j ∈ Ik2 |[−q2j]p ∈ Ik2}− ek1k2 =

{
−e or

−e(1 − p).

このような剰余列を考えることはレンズ空間手術の文脈ではよくある。例えば、斎藤氏は
[19] で doubly primitive 結び目の dual結び目の手術でできる S3 の Heegaard分解の様子に
この列が登場し、wave理論を使うことで上の系と同様の式を得た。
これらの条件式はレンズ空間手術における 1つの制限であるが Alexander多項式の 1つの

termしか用いておらず制限としては大分弱い。全ての termに flat-alternate性を用いるとど
のような制限になるかという問いがこの研究の動機でもある。最後に次の補題を証明しておく。
補題 3.2. dA(x) = −1 ⇔ dA(x + ek1) = 1

Proof. dA(x) = −1 ⇔ [xq2 + 1−e
2 k2]p ∈ Ik2 ⇔ [(x + ek1)q2 + k2 − 1−e

2 k2]p ∈ Ik2

⇔ dA(x + ek1) = 1 !

3.2 絶対的最小剰余列 {[nq2]p}
この節では数列 {[nq2]p}について考察する。このような剰余列は Gaussが平方剰余の相互

法則を証明するための予備として用いた。比較のために書いておく。
定理 3.1 (ガウスの予備定理 [25]). pを奇素数とし、(p, a) = 1ならば、

r = #{[na]p|[na]p < 0, n = 1, · · · , .p/2/}

とすると Legendre symbol (a
p )は (−1)r に等しい。

まず Hirzebruch-Jungによる連分数展開をする。

k2
2 = τ0p − q2, p = τ1q2 − q3, qi = τiqi+1 − qi+2 (i ≥ 2)

ただし、余りは絶対的最小剰余をとるので |qi|/|qi+1| ≥ 2となる。sgn(qi) = εi, qn+1 = εn+1

であるとする。対角成分が (τi, · · · , τj)で副対角成分が全て 1の行列（例えば




τ1 1 0
1 τ2 1
0 1 τ3





のような）の行列式として ni,j を定義する。n1,i = ni とおけば

ni−2q2 = qi (p), εn+1qi = ni,n

となり、|j| < p
2 を満たす整数 j は次のように一意的に表すことができる。

j = j1q2 + · · · + jnqn+1 =:< j1, · · · , jn >L

ただし |jl| ≤ |τl|
2 である。さらに、

< j1, · · · , jn >R:= j1 + j2n1 + · · · + jnnn−1

とおく。
補題 3.3. |jl| < |τl|

2 とすると、ただちに

[< j1, · · · , jn >R ·q2]p = j1q2 + · · · + jnqn+1

がわかる。
この補題から連分数を用いることで絶対的最小剰余を具体的に求めることができた。また、

< · >L を増やすと左の桁から増え、< · >R を増やすと右の桁から増える。

mue
タイプライターテキスト
120



3.3 flat性からくる第 2の alternate性
次に補題を用意する。前半は明らかだが後半は係数 ãi が flatであるということを本質的に

用いている。
補題 3.4. ãi が flatであるとすると上の連分数展開において整数 2 ≤ u < v ≤ n + 1が存在し
て次のどちらかが成り立つ。

p > |q2| > · · · > |qu−1| ≥ 2|k2| > |k2| ≥ |qu| > · · · > |qv| > · · · > |qn+1|

もしくは

p > |q2| > · · · > |qu−1| ≥ 2|k2| > |qu| ≥ |k2| > |qu+1| > · · · > |qv| > · · · > |qn+1|

ただし、|qv| = ||qu|− |k2||もしくは |qv| = ||qu+1|− |k2||が成り立つ。
この定理は ãi の flat性から直ちに得られるが、A(x)におけるある別の”alternate性”につ

いての主張である。
ここでは連分数展開のデータを使って dAの値から Aの値を求める。例として、qunu−2 >

0, |qu| < |k2|であるとする。このとき、dA(x)が x > 0で初めて 0以外の数を取るのは、x = |qu|
のときであり、dA(|qu|) = −1となる。係数の対称性と dA(0) = 1を合わせると (−|qu|, 0, |qu|)
の dA(x)の値は (1, 1,−1)である。A(x)の |x| < |qu|での係数は、差分 dAの値から次のよう
に求まる。

(−|qu|,−|qu| + 1, · · · , 0, 1, 2 · · · , |qu|, |qu| + 1)
A→ (1, 0, · · · , 0,−1,−1, · · · ,−1, 0)

この値を基準にして、係数全体を全て計算することができる。

3.4 A(i, j)の局所的な振る舞いからその全体像へ
この節では Alexander 多項式の係数の 2 次元的な振る舞いについて観察する。まず、補

題 3.2と flat性を考えることで dA(i, j)が non-zeroの周りでの A(i, j)の値について考察する。
例として e = 1とする。このとき、dA(i, j)の non-zero係数の周りが図 1の上段であるとす

ると、flat性から A(i, j)の可能性は図 1の下段の 4パターンある。そうでなければ A(i, j)の
値の振る舞いは隣同士の値を保存する。この数値のパターンから 1のある部分に正の矢印→を

0 -1 0
10 0

1 01
-1 -1 0

0 -10
0 0 1

1 01
0 0 1

0 -10
-1 -1 0

0
0

-1
1

0
1

-1
0

i

j

A(i, j)

dA(i, j)

図 1: 4つの可能性

書き入れ、−1のある部分には負の矢印←を書き、それらを全体として滑らかにつなぐ。そうす
ると、図 3のように (i, j)平面 R2 に境界のない向きづけられた 1次元部分多様体 (流れ,flow)
が得られる。この flowは A(i, j)上の全ての non-zero係数の上を通っており、dAが non-zero
の部分で下に落ちながら j が −∞の方向に向かう（図 3）。また、flowは R2 において無限個
の連結成分をもっている。e = −1とすると flowは下から上に流れることになる。
次に i = i0 を固定して考える。このとき、A(i0, j)の値は Alexander多項式 ã∗+j と一致す

ることに注意する。よって flat性とは flow同士が交わらないことを意味しており、alternate
性とは flowが上下で重ならないことを意味している。よって隣同士の flowがうまく重ならな
いように配置する議論をすることでそのパラメータがこれまで得られているリストに含まれる
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図 2: non-zero係数の流れ

図 3: Alexander多項式の non-zero係数のなす flow

例として実現することができるようになり、分類が完成する。[20]は丁度 u = 2の場合を証明
したものである。Alexander多項式の次数 d = 2g(K)はこの flowの 1つの成分の縦幅に対応
するので次がすぐ成り立つ。
系 3.2. K ⊂ S3 の整数手術がレンズ空間を作るとすると、対称化された ∆K(t) の展開は
t−g − t−g+1 + · · · であり、∆K(t)の non-zero係数の数は |k2|個以上ある。

4 一般化や今後の発展について
このような枠組みで考えられる次のような一般化および発展がある。
• 任意のホモロジー球面に対して得られるレンズ空間手術を分類する。
• Seifert手術を分類する。
• Greene氏や Berge氏の方法との融合を図る。

ホモロジー球面上のレンズ空間手術
ホモロジー球面から得られるレンズ空間を分類し、開発することや doubly primitive結び目を
許容する種数が 2のホモロジー球面を特徴づけることも面白いかもしれない。そのようなホモ
ロジー球面を固定することでリスト 1.2のような表が作成できる。その表はホモロジー球面の
どのような特徴を捉えるか？
現在の枠組みと合わせるなら、一般のホモロジー球面上から作ったA(i, j)の値は {0, 1,−1}

だけとは限らない。つまり、flowがお互い交わったり何重にも重なったりしているからである。
それらの交わりや重なりは Heegaard Floer のオイラー数 χ(HFred(Y )) で制御できるはずで
あるが、HFred(Y )の同型類を固定することで同じように分類ができないだろうか？
また、計算により、正整数手術によってレンズ空間が得られるとすると、キャッソン不変量

λは非正値しか取りえないことや、λ(Y ) = 0,−1をもち、doubly primitive結び目を許容する
ホモロジー球面は S3, Σ(2, 3, 5),Σ(2, 3, 7)のみであることが予想できる。そもそも種数 2とな
るホモロジー球面全体がどのような集合になるか筆者はよく知らない。
Seifert多様体手術
レンズ空間を Seifert 空間手術にすると気が遠くなるほど難しくなる。例えば寺垣内氏は [26]
で無限個結び目が整数手術で同じ Seifert 多様体になるものの存在を指摘しており予想 1.1 の
ような一意性は成り立たない。また、茂手木氏や宮崎氏らによる Seiferterの理論をみるとさら
に複雑である。
しかし、門上-山田のような Alexander 多項式の公式を証明することはできるであろう。

Heegaard Floer homologyによる条件も [18]で得られてはいるが Seifertホモロジー球面が得
られる場合に留まっており、今ならもっと一般化できるかもしれない。
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おそらく Reidemeister torsionと Alexander多項式だけでは分類は厳しいであろう。Hee-
gaard Floer homologyが本質的に必要なのかもしれない。
しかし基本群が有限群であるような Seifert多様体を作る手術なら同じ手法を用いて判定で

きるであろう。
Greene氏の手法との関係
レンズ空間の正整数手術から作られる b2 = 1となる 4次元多様体と chain type plumbingか
ら得られる負定値な多様体をレンズ空間を境に繋げることで負定値な閉 4次元多様体が得られ
る。よって chain type latticeの標準内積をもつ latticeへ埋め込みの存在と Alexander多項式
の条件からくる changemaker vector(両替ベクトル)とがGreene氏の分類の鍵となった。ここ
で負定値な閉 4次元多様体の交差形式は標準内積をもつという Donaldsonの対角化定理を用
いている。

changemaker vectorは plumbingからくる latticeの直交補空間に位置する vectorであり、
flat性と alternate性をうまく言い表している（はずである）。次がその定義である。
定義 4.1. σ = (σ0,σ1, · · · ,σn) ∈ Zn+1 が changemakerであるとは 1 = σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σn

を満たし、任意の 0 ≤ k ≤ σ0 + · · · + σn に対してある部分集合 A ⊂ {0, · · · , n}が存在して、
Σi∈Aσi = kとなることである。これは任意の iに対して σi ≤ σ0 + · · ·+ σi−1 + 1が成り立つ
ことと同値である。

nは plumbingされる球面の数である。make changeできなさ具合をうまく定義できれば
この概念はホモロジー球面手術に応用できるかもしれない。
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Khovanov homology for an unnormalized
Witten-Reshetikhin-Turaev invariant

　伊藤　昇（早稲田大学理工学術院）

1 背景
Khovanov homologyはKhovanovが次のような２種類の次数をも
ったコホモロジーH i,jを考えたのが最初である．

Ĵ(L) =
∑

j

qj
∑

i

(−1)irank H i,j(L) (1)

ここで Ĵ(L)は絡み目 Lに対するジョーンズ多項式である．但し，
Ĵ(L)は通常のジョーンズ多項式を q + q−1倍したものとなっており，
“unnormarized Jonse polynomial”という言い方もなされる．

Khovanovは次の問題を「難問」として提出した．

問題 1. ３次元多様体のWitten-Reshetikhin-Turaev不変量をカテ
ゴリー化せよ．（ICM2006報告集 [9]）

尚，問題1はICM2010報告集ではStroppel [13]により“basic prob-

lem”として挙げられている．問題 1は後述するように問題 3の特
別な場合とも見なせて，その意味でKhovanov理論が始まって以来
の，およそ10年来の問題である．問題1や問題3に対して，世界各
地で当分野の数学者たちは様々なアプローチをしている．

2 上の背景と講演者の研究のつながり
シンポジウムは出版されている論文か，またはそれに準ずるもの
の結果について報告する場であると考えるので講演者は３次元多様
体についての何かしらの考えを述べたりはしない．あくまでWitten-

Reshetikhin-Turaev不変量は絡み目の不変量と思って講演する．但
し，Khovanov homologyに関する講演者の研究は概ねこの問題 1
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を念頭においてなされたものであるので，縦糸としてこれが背景に
あったことを申し上げておきたい．
背景から結果へ至る文脈は以下の通りである．“unnormalized Jones

polynomial”のアナロジーで多項式部分のみを扱うため“unnormal-

ized Witten-Reshetikhin-Turaev不変量（unnormalized WRT）”を
考える．これは colored Jones多項式の一次結合であり，もっと細か
く項を分解するとKauffman括弧式と呼ばれる多項式の一次結合で
書かれる．Kauffman括弧式を補正したものは Jones多項式である
から，unnormalized WRTはKhovanov homologyのオイラー数と
見なされる．講演者は（1）Jones多項式（あるいはKauffman括弧
式）が絡み目の不変量であることの証明を簡単にする，明示的な鎖
ホモトピーを求めること，（2）colored Jones多項式のKhovanov ho-

mologyの双対境界作用素を整理しておくことから手をつけた．そ
して，（1）の副産物として（1）Reidemeister IIの不変性に使う鎖ホ
モトピーとRedemeister IIIの鎖ホモトピーと可換な鎖写像があるこ
と，（2）（1）の鎖ホモトピーはKhovanov homologyを含むより一
般的なコホモロジーに対しても延長されることなどを得た．（2）は
元々スペクトル系列の観点から期待されていたbicomplexの存在性
を保証するものである（しかし，具体的に構成してあるものの，こ
のスペクトル系列が簡単に計算できるようになったとは言えていな
いと感じており，課題を残している）．

3 結果について
1. Khovanov homologyが絡み目不変量であることの証明の簡略
化：Khovanov homologyのReidemeister movesにおける不変
性を与える鎖ホモトピーはKhovanov複体の生成元によって書
き表される（鎖ホモトピーの明示的表示）．その鎖ホモトピー
の明示表示は，ViroがReidemeister move Iについて，講演者
がReidemeister IIと IIIについて求めた．

注意 1. 簡単な背景説明を付記しておく．Khovanov homology
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が絡み目不変量であることは，KhovanovがKhovanov homol-

ogyを導入した論文 [7]で証明している．またその後Bar-Natan

が解説的な証明をいくつかつけている（[2]，[3]）．これらの証
明のポイントはいずれも acyclicな複体を探すというものであ
る．証明としてはこれで十分であるが，鎖ホモトピーが具体的
にどのような写像であるかは，知りたい人もいるであろうと，
ViroはReidemeister move Iについて，Khovanov複体の生成元
を用いて具体的にレトラクションと鎖ホモトピーを与えた（よ
く聞かれることであるのだが，IIと IIIについては「できる」と
か「できるだろう」とかいうコメントは論文にはない．Viroら
しいと講演者はおもう）[15]．そこで講演者は残る IIと IIIにつ
いてレトラクションと鎖ホモトピーを求めた．但し，このレト
ラクションはJacobssonの論文 [6]から比較的容易に求められる
ので「鎖ホモトピーを求めた」とだけ上記でコメントした．

2. colored Jones多項式によるKhovanov homologyは（1）による
境界作用素の他に絡み目の cablingによってもう一つの双対境
界作用素を持つ．その２つの双対境界作用素による２重複体が
存在するか？という問題（BeliakovaとWehrliの問題）があっ
た．講演者は cablingの双対境界作用素を作り直して（1）の双
対境界作用素と可換になるようにし，２重複体を構成した．

4 副産物について
1. Reidemeister move IIは 2つの交点（紐の上下は明示された絡
み目図式の紐の横断的な交差）が関係する絡み目図式の局所変
形（絡み目としては isotopy同値な変形）であり，Reidemeister

move IIIは 3つの点が関係する局所変形である．Khovanov ho-

mologyを構成している複体間の鎖写像で（1）の鎖ホモトピー
と可換となるものが存在する．これは，Redemeister move IIIが
関係する3交点の局所図式を含む複体から，Reidemeister move

IIが関係する2交点の局所図式を含む複体への鎖写像である．II
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と Iに対しても同様な鎖写像が存在する．意味するところは，
Reidemeister move IIIを行うということが，IIを行うことをKho-

vanov複体上で「本質的に含んでいる」ということである．面
白いことに IIと Iの関係にも同様な関係が見られる．

2. 双対境界作用素は（1）でいう次数 jがずれることを許せば，（1）
を含むより広い双対境界作用素が定義される（[8]，[11]）．ま
た，曲面と区間の直積内の絡み目（：仮想結び目とは異なる）
に対して不変量となるように双対境界作用素への一般化もなさ
れている [1]．結果（1）で得られた鎖ホモトピーはこれらの双
対境界作用素にも自然に延長される．但し，曲面と区間の直積
内の絡み目に対してのKhovanov homologyの場合，レトラク
ションを工夫する必要がある [5]．

5 何故 “unnormalized”なのか？というところとWRT不変量
についての説明

Witten-Reshetikin-Turaev不変量（以下では “WRT”という略記
を許す）とは枠付き絡み目の（量子）不変量である．ここで枠付き
絡み目の定義を述べておく．絡み目といったら，円周の直和を考え
たとき，そのS3への埋め込みの像を指すが（埋め込みそのものも絡
み目と呼んだりもする），枠付き絡み目は円環の直和を考えたとき，
そのS3への埋め込みの像のことである．円環の中心線のみに埋め
込みを制限した写像の像から枠付き絡み目を復元できることから，
ここでは，この制限の像を枠付き絡み目と呼ぶことにする（[12]に
詳しい定義がある）．WRTにおいて，Reidemeister move IはWRT

の変数（変数変換し，変数を exp(2π
4r )としたとき）の指数部分を例

えば j2 − 1（ j：整数 ）増やしたりしてしまう [10]．つまり一般的
には多項式の指数を次数とするには工夫を要するはずである．冒頭
で述べたような Jones多項式のKhovanov homologyのように，係
数のオイラー数は考えられない．このことから，とりあえず多項式
の指数の扱いやすい部分を問題にするため，unnormalized Witten-
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Reshetikhin-Turaev不変量を考える．unnormalizedなWRT定義を
述べる．
定義 1. Lは l成分の枠付き絡み目，!LはLの成分数，JL,n+1を量
子群Uq(sl2)の既約表現に付随する，Lについての colored Jones 多
項式とする．unnormalized Witten-Reshetikhin-Turaev不変量を以
下の式（2）で定義をする．

τ̂L =
∑

0<k<r

[k]JL,k (2)

ここで，[k] =
∏"L

i=1[ki]，[k] = q
k
2−q−

k
2

q
1
2−q−

1
2
とし，0 < k < rは任意の i

について 0 < ki < rにより定義する（multi-indexによる記法）.

JL,kをより細かく分解しておく．この colored Jones多項式につい
てよく知られている事実があり，Jones多項式の一つの形とも呼べ
るJLにより，n，kを l（=Lの成分数）個の非負整数の組とすると

JL,n+1 =
∑

k

(−1)|k|
(

n − k

k

)
JLn−2k (3)

とかける．但し，|k| = ∑
i ki，Ln−2kは枠付き絡み目のn−2k cabling

である．
〈·〉はLの不変量となる 1変数多項式であるKauffman括弧式（変
数はAでWRTとの変数変換はA = −q

1
4により与える），JLはJL

= (−1)"L〈L〉である．
注意 2. 本来はWitten-Reshetikhin-Turaev不変量は τ̂Lに次で定
義される αLをかけたものである．この αLは b =

√
2
r sin π

r，c =

e(−3(r−2)
8r )，σLは linking matrixの符号数として，αL = b"LcσLによ

り定義される．

6 求められている「カテゴリー化」の意味
「カテゴリー化」という言葉は数学的には無定義語であるが，Kho-

vanov homologyはカテゴリー化の一例である．例えば，問題 1は
次の問題を解けばよいとも受け取れる．
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問題 2. ３次元多様体のWitten-Reshetikhin-Turaev不変量に対応
するKhovanov homologyをつくれ．

注意 3. 尚，KhovanovはKhovanov homologyを導入した論文にお
いて，次のようにも指摘している（意訳）．

問題 3. ３次元多様体についてのあるホモロジー論のオイラー数と
して結び目や３次元多様体の量子不変量を解釈できないだろうか？

広義の「カテゴリー化」は玉木の明解な説明 [14]があるので，そ
ちらに譲りたい．ここではKhovanov homologyに焦点を絞る．式
(1)を振り返ると，絡み目Lのジョーンズ多項式 Ĵ(L)の係数はKho-

vanov homology群の組H i,j(L)のオイラー数より決定されていた．
このとき「オイラー数をとる」ということがKhovanov homologyに
おける脱カテゴリー化（decategorification）である．また，ジョーン
ズ多項式に対して式(1)のようなKhovanov homology H i,j(L)（アー
ベル群のなすカテゴリーの対象）を考えることが「カテゴリー化す
る」ことの一例である．但しトポロジーにおいては，この「カテゴ
リー化」がトポロジストとして嬉しい「何か」が出てきてほしいと
期待しているのでその期待を込めて「カテゴリー化」を考える．例
えば，このH i,j(L)が分類としてより強い位相不変量を与えるか？
あるいは，Hは何かしらの functorとなっているのか？他にもその
ホモロジーはホモロジー論として何かよい性質を持つか？などと
いったことが求められてくる．Khovanov homologyの理論が一見
して混沌としたように見受けられるが，「よいカテゴリー化とは何
か」という方向性が様々であること，その哲学の与え方に各研究者
の個性が表れていることが影響しているようにおもわれる．

7 技術的な詳細（Khovanov homologyの定義）
ここでは簡単の為，式（4）で与えられるZ2係数のKhovanov ho-

mologyの定義を行う（Viroの構成に従う [15]）．式（1）における
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図 1: 交点の平滑化，左図が正マーカー，右図が負マーカーによるもの．

構成もほとんど同じである．

〈L〉 =
∑

p,q

(−1)pAqrankHp,q(L). (4)

まず，与えられた枠付き絡み目Lの図式Dの全ての交点に対して
マーカーと呼ばれる十分小さい線分を交点上に置く．その置き方は
2通りとし，それは交点の平滑化の仕方（sommothingの仕方）を
指定するものとする（図1）．図1で与えられるマーカーの正負によ
り，それぞれ 1，−1を対応させ，その図式についての総和を σ(S)

とおく．例えば図 2の左図が与えられた枠付き絡み目図式D（枠付
き絡み目というときは円環の埋め込みであるから，厚みを書くこ
ともあるが，ここでは図に円環の中心線のみを書く記法を用いてい
る）とする．中央の図が全ての交点にマーカーをおいたもの，右図
がマーカーに沿って全ての交点を平滑化したものである．平滑化し
た後，有限個の円周が得られるが，それぞれの円周に 1またはxを
任意に付し（図 2，右図），それをSとする．付す可能性は全て考
え，それらがなす集合を考える．
次に次数付けを考える．各円周に付されたxの次数を−1，1の次
数を 1とする．この円周の次数を図式について全て足し上げ，それ
を τ(S)とおく．p(S) = τ(S)，q(S) = σ(S) − 2τ(S)により，p，q

を定める．このとき，Cp,q(D)を {S | p(S) = p, q(S) = q}が生成す
る自由アーベル群とする．
さらに図3により，境界作用素∂を定める．Hp,q(D) := Hp(C∗,q(D), ∂)

はReidemeister move II，IIIによらない量であることから，これが枠
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1 x

図 2: Khovanov homologyの生成元の作り方. 与えられた図式（左図），全ての
交点にマーカーをおいた図式（中図），全てのマーカーに沿って平滑化し，全て
の円周に 1または xをおいたもの（右図）．

ε η ξ

ε η

ξ

図 3: 上図の (ε, η) = (1, x), (x, 1)に対して ξ = x，下図の ε = xに対して (η, ξ)

= (x, x)，ε = 1に対して (η, ξ) = (1, x) + (x, 1)とする．
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図 4: 上からReidemeister move I，II，III．

付き絡み目の不変量となり，Hp,q(L)と書ける．ここでReidemeister

moveは図 4で与えられる絡み目図式の局所変形である．
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